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KIADÁSÁT 
A MŰVELŐDÉSÜGYI MINISZTER 
RENDELTE EL 


A SOROZAT ELSŐ KIADÁSÁNAK ELŐSZAVÁBÓL 


A műegyetemi oktatás és mérnöki továbbképzés évtizedek óta nehezen nélkülöz egy, a 
műszaki igényeknek megfelelő magyar matematikai példagyűjteményt. E hiányt felismerve, 
matematikai tanszékeink lelkes fiataljai az utolsó 2—3 évben több jegyzetet állítottak össze 
a matematikai gyakorlatok anyagából. Tovább enyhítette a hiányt Gjunter— Kuzmin idő- 
közben magyarul megjelent kiváló felsőbb matematikai példatára, bár ezt — magas szín- 
vonalára való tekintettel — elsősorban nem a műegyetemi, hanem a tudományegyetemi 
hallgatók részére adatta ki a minisztérium. A probléma viszont teljes megoldást kívánt a 
hallgatók és a kezdő tanszemélyzet létszámának nagymérvű megnövekedése miatt. Ez 
utóbbi körülmény azt az újabb igényt támasztotta egy leendő példatárral szemben, hogy az 
a feladatokon és végeredményeiken kívül még bő megoldási útmutatásokat is tartalmazzon. 
Ugyanakkor több matematikai értekezleten szorgalmazták, a legmeggyőzőbben dr. Alexits 
akadémikus professzor, hogy műszaki egyetemeinken alkalmazott, műszaki matematikát 
oktassunk, és gyűjtsünk össze megfelelő alkalmazott műszaki anyagot. 

A minisztérium figyelmét ekkor felhívták néhány lelkes hallgató társaságában már 
korábban s hasonló szempontok szerint elindított gyűjtő munkámra. A minisztérium azonnal 
felkarolta kezdeményezésemet, megbízott egy Műszaki Matematikai Gyakorlatok című 
példagyűjtemény terveinek, Szerkesztési elveinek kidolgozásával, majd rövidesen a mű 
szerkesztésével — egyúttal biztosítva több matematikai tanszék néhány tapasztaltabb ad- 
junktusának, illetve tanársegédjének közreműködését. 

Munkánk A. és B." része jórészt a matematikának a műszaki felsőoktatásban világ- 
szerte szokásossá vált fejezeteit tárgyalja, de a megszokott kerethez képest egyeseket kibő- 
vítve, főleg a B. részben a klasszikus műszaki matematika érintett fejezeteit. A sorozat C. 
része a modern műszaki matematika néhány olyan nagy jelentőségű fejezetébe nyújt beve- 
zetést, amelyek bevonulása műszaki felsőoktátásunkba az utóbbi években megkezdődött. 

Munkánk első célja a szokásos tananyaggal kapcsolatban mindazt előadni, aminek 
műszaki egyetemeinken a helyesen, korszerűen, a műszaki igényeknek megfelelően vezetett 
matematikai gyakorlatokon szerepelnie kell. Esti és levelező oktatásunkban idevágó füzeteink 
esetleg még szélesebb körű felhasználásra is kerülhetnek. 

Munkánk második (de nem mellékes) célja gyakorlati és műszaki anyagot nyújtania 
különböző tagozatokon a felsőbb éves nappali és esti hallgatók speciális matematikai okta- 
tásához, a szakmérnöki továbbképző tanfolyamok és a Mérnöki Továbbképző Intézet rend- 
szeres matematikai oktatásához, továbbá az igényesebb hallgatók, a fiatal matematikai és 
műszaki tanszemélyzet, a kutató és üzemi mérnökök és aspiránsok egyéni vagy csoportos 
továbbtanulásához. 

E példagyűjteménynél viszonylag újszerűnek mondható célkitűzések megvalósítása 
szintén újszerű szerkesztési elveket kívánt. Ennek megfelelően nem szorítkoztunk, mint a 
legtöbb példatár, csupán feladatok és végeredményeik közlésére. Ellenkezőleg, megkísérel- 
tük fejezetről fejezetre végigvezetni a következő rendszert: a) elméleti összefoglaló; b) bő 
magyarázat kíséretében részletesen megoldott, kisszámú jellegzetes mintapélda; c) az 
előbbiek alapján könnyen megoldható, csak végeredménnyel ellátott, nagyszámú gyakorló 
feladat; d) esetleg rövid útmutatással ellátott és csak vázlatosan megoldott különleges 
(csillagos) példák; e) esetleg egyes bizonyítások vázlatos közlése a különleges példák között; 
f) végül műszaki alkalmazások bemutatása. E láncszemek véleményünk szerint jól szolgál- 
hatják a matematikai elmélet és a műszaki gyakorlat összekapcsolásának ügyét. E szerkesztési 
elvek legtapasztaltabb professzoraink helyeslésével találkoztak, továbbá egészen új szovjet 
példatárakban észleltünk többé-kevésbé hasonló szerkesztési elveket. Megjegyzendő, hogy 
bizonyára nem mindenütt sikerült a rendszert teljes egészében megvalósítanunk; olykor 
e sorrendtől is eltértünk. 

Az A. rész füzeteiben, professzorainkkal egyetértésben, eléggé óvatosan méreteztük a 
műszaki akalmazások számát a többi példákéhoz képest. Erre késztetett az elsőéves kall- 
gatók műszaki ismereteinek hiányossága, valamint az e füzetekben közölt matematikai 
apparátus elégtelensége komolyabb problémák megoldásához. Még így is lényegesen 
bővebb műszaki példaanyagunk, mint az ismert példatáraké. 

A B. és C. rész füzeteiben — az olvasó egyre növekvő matematikai és műszaki ismereteire 
támaszkodva — nagy bőségben tárgyalunk problémákat a klasszikus és modern műszaki 
matematika legkülönbözőbb területeiről, amelyekben kézzelfoghatóan jelentkezik a mate- 
matika és a technika egysége. 


t A sorozat köteteinek címjegyzékét lásd a 2. oldalon! 


. . Közismert tény, hogy a híressé vált külföldi példatárak legtöbbje évtizedek alatt számos 
kiadás folyamán forrt ki, tökéletesedett. E viszonylag újszerű célkitűzésekkel készülő 
példatár fiatal szerzői tehát érthetően sok-sok észrevételt, megjegyzést, tanácsot várnak és 
kérnek ezúton is az olvasóktól, hogy a sorozat kitűzött céljának minél hamarabb és minél 
teljesebb mértékben megfeleljen. 

A minisztérium és professzoraink tanácsát követve, bátran merítettünk a legkülönbö- 
zőbb jó forrásokból, sokkal inkább törekedve az anyag gazdagságára és megbízhatóságára, 
mintsem — példatárnál amúgy is szegényes sikert ígérő — eredetiségre. Természetesen 
szép számú új feladatot is készítettünk. 

A szemléltető anyag gondos szerkesztése és megrajzolása Gyurcsy Endre okl. villamos- 
mérnök kolléga érdeme. 

E sorozat megszületését megkönnyítette az a körülmény, hogy a minisztérium egyetemi 
tankönyvosztálya egy ilyen mű szükségességét, jelentőségét és elvi vonatkozásait igen vilá- 
gosan látta, és másokkal is meg tudta értetni. 

Ki kell emelnem Egerváry akadémikus professzor számos szakmai megjegyzését és 
műegyetemi előadásait, amelyekből merített tanulságok nagymértékben emelik munkánk 
értékét. Állandó. érdeklődésével és gazdag pedagógiai és módszertani útmutatásokkal volt 
segítségünkre Gallai professzor. Meg kell emlékeznem az Alkalmazott Matematikai 
Intézetről, mely modern könyvtárával és alkotó légkörével a gyűjtés legelejétől mindvégig 
támogatta munkánkat. 

Köszönettel tartozotn a Tankönyvkiadó Vállalatnak, különösképpen a műszaki szerkesz- 
tőségnek, amely értékes segítséget nyújtott nekünk e nyomdailag nagy követelményeket 
támasztó sorozat műszaki munkálataival kapcsolatban. 

Végezetül munkánkat műszaki egyetemeink tanszemélyzetének és hallgatóinak ajánljuk. 
Használják fel e füzeteket a maguk, illetve a leendő mérnökök ezreinek képzésére! Észre- 
vételeikkel segítsék elő e gyűjtemény mielőbbi tökéletesedését! 

Budapest, 1952. szeptember Il. 

A SZERKESZTŐ 


ELŐSZÓ A SOROZAT MÁSODIK KIADÁSÁHOZ 


Közel nyolc év munkájával — néhány kisebb jelentőségű módosítástól eltekintve az 
eredeti terv szerint — sikerült befejeznünk a Műszaki Matematikai Gyakorlatok c. sorozatot 
23 kötetben. Munkaközösségünk céltudatossága és munkakedve, a minisztérium és a Tan- 
könyvkiadó kitartó támogatása, bírálóink értékes segítsége és nem utolsósorban egyre 
növekvő olvasótáborunk lelkes érdeklődése lehetővé tette az összes nehézségek leküzdését, 
Noha távolról sem tekintjük tökéletesnek, véglegesnek könyveinket, mégis az első kiadás 
befejezésekor a magyar műszaki matematikai felsőoktatás érdekében végzett odaadó munka 
ió érzése tölti el munkaközösségünket. 

Könyveinket a hazai szakemberek és szaklapok kedvezően fogadták, és számos hasznos 
észrevétellel, tanáccsal voltak segítségünkre. Köteteink az évek során több keleti és nyugati 
államba is eljutottak. Ez év nyarán pedig abban a megtiszteltetésben részesültünk, hogy a 
belgiumi Iemzetközi Mérnöki Matematikai Kongresszus vezetősége kiállította és idegen 
nyelvű, vetített képes előadásban is bemutatta a teljes sorozatot, figyelemre méltó érdek- 
lődés és elismerés mellett. 

Most, a második kiadás során a sorozat fejlesztésének, korszerűsítésének — a megal- 
kotásánál semmivel sem könnyebb — munkája vár ránk. Természetesen az első kiadás 
munkálatai során szerzett gazdag tapasztalataink, az újabb hazai és külföldi szakirodalom 
tanulmányozása, továbbá a könyveinkből kapott hazai és külföldi észrevételek jelentős 
segítségünkre lesznek. Remélhetőleg módunk lesz a műszaki matematikának néhány 
újabb diszciplínáját is feldolgozni a sorozatban. 

Amikor munkaközösségünk változatlan céltudatosságáról és munkakedvéről biztosít- 
hatom a magyar műszaki matematika híveit, egyben iswét kérem bírálóink, olvasóink, 
valamint a minisztérium és a Tankönyvkiadó további szakmai, erkölcsi és anyagi támogatását, 
nemkülönben az Egyetemi Nyomda ismert színvonalú munkáját. 


Budapest, 1958 szeptember 1. j 
A SZERKESZTŐ 


ELŐSZÓ A SOROZAT HARMADIK KIADÁSÁHOZ 


1963-ban szükségessé vált a sorozat harmadik kiadásának megindítása, a második 
kiadás lendületes folytatása mellett. A harmadik kiadás egyrészt olyan hagyományos, 
de széles körben érdekes tárgyú kötetekkel kezdődött meg, mint az A.I, és Á.X., más- 
részt olyan modern alkalmazási területű és emiatt mind inkább keresetté vált köte- 
tekkei, mint az A.IX., B.IV., B. I-II-III., B.VII. 

Az utóbbi második kiadások egy éven belüli elfogyása — éppen a matematikai prog- 
ramozás lineáris algebrai segédeszközeivel, síkbeli rugalmasságtan korszerű, komplex 
függvénytani módszerével, a héjelmélet modern, tenzorszámítási tárgyalásmodjával 
kapcsolatos bővítés után — kézzei foghatóan bizonyítja a sorozat második kiadásának 
előszavában kitűzött fejlesztési tervek és a megvalósításukra kifejtett erőfeszítés helyességét. 

E körülmény buzdítás munkaközösségünk részére és megnyugtatás a Kiadó szá- 
mára is, látván, hogy újabb áldozatai hasznos célt és reális igényeket szolgálnak. 

Említésre méltó, hogy sorozatunk vagy egyes kötetei 1958 óta több újabb külország- 
ban (pl. a Szovjetunióban, NDK-ban, Jugoszláviában, Egyiptomban, USA-ban, Angliában 
NSZK-ban) és nemzetközi fórumon (pl. az NDK Matematikai Társulatának 1963. évi, 
nemzetközi ülésszakán) tudtak helytállni, és versengeni a hasonló rendeltetésű külföldi 
munkákkal. 

Ilyen kedvező adottságok között természetes, hogy lelkesen folytatjuk a sorozat fej- 
lesztésének korszerűsítésének nagy munkáját, továbbra ís kérve ehhez a Minisztérium, a 
Kiadó és nem utolsósorban műszaki olvasótáborunk áldozatkész buzdító, támogatását. 


Budapest, 1964, júl. 15. 
A szerkesztő 


ELŐSZÓ A KÖTET ELSŐ KIADÁSÁHOZ 


Sorozatunk eme újabb kötete több irányú rendeltetéssel indul a műegyetemi ok- 
tatás és a műszaki gyakorlat szolgálatára. 

Először: hiányt kell pótolnia, mert e tárgykörből nem áll rendelkezésre magyar nyel- 
vű és a hazai műszaki igényeknek megfelelő könyv. Megjegyzendő, hogy FUKSZ—SABAT 
hasonló tárgykörű, de más célokra lefordított könyve is teljesen elfogyott. 

Másodszor: elő kell segítenie e tárgykör oktatásának fejlesztését műegyetemeinken. 
Ennek megfelelően e kötet elég részletes elméleti összefoglalókkal és bő, megoldott pél- 
dányanyaggal kíván hozzájárulni az oktatás ellátásához és fejlesztéséhez. 

Harmadszor: meg kell ismertetnie a hazai műszaki olvasótábort a komplex függvény- 
tan rendkívül sok oldalú és széles körű műszaki alkalmazásával. E célból minden parag- 
rafus végén néhány kidolgozott téma, továbbá számos (egyéni vagy tudományos diákköri 
VEZRNSEKETŐ szánt) feladat és ajánlott irodalom szerepel különféle műszaki tudományágak 
területéről. 
zi vis tájékozott olvasó beláthatja, hogy e célkitűzések megvalósítása milyen komoly 
eladat. 

A kötet bírálói, BORBÉLY akadémikus és KÖRMENDY adjunktus méltányolták 
e nehézségeket, és jelentősen támogatták a szerzőt ezek leküzdésében. Fogadják érte e 
helyen is a szerző őszinte köszönetét. 

Köszönet illeti továbbá FREY adjunktust egyes javaslataiért,  GÉHER tanár- 
segédet fordítási munkálataiért és GYURCSY mérnököt az ábrák gondos elkészítéséért, 

A források közül ki kell eimelni JIABPETBEB—IIABAT, IIÍPIIBAJIOB, FUKSZ—SABAT, 
OBERDORFER, COJIOHOBHUKOB, SÁLYI, BECKER—VOIGT, GRUBER—BLAHÓ, MYCXEJIINBK1JII 
idézett műveit, amelyek elméleti, példa- és ábraanyag, valamint tárgyalási mód tekinte- 
tében egyaránt bővebb felhasználást nyertek. 

Végezetül hálásan emlékezik meg a szerző az Otatásügyi Minsztérium és a Tankönyv- 
kiadó Vállalat áldozatkészségéről és nem utolsósorban az Egyetemi Nyomda igényes 
munkájáról, 

Budapest, 1956. I. 15. 


A SZERZŐ 


ELŐSZÓ A KÖTET MÁSODIK KIADÁSÁHOZ 


A kötet első kiadása hat év alatt elfogyott, noha sem tárgya, sem terjedelme miatt 
nem volt , könnyű" olvasmánynak tekinthető. Az érdeklődés főleg a komplex függvény- 
tan sokoldalú klasszikus és modern műszaki alkalmazásának tulajdonítható, amelyrők 
a könyvnek — a jelek szerint — sikerült átfogó képet adni a mérnöki olvasótábor részére. 

A kötet második kiadása csupán néhány apróbb helyreigazításban, valamint a rugal- 
masságtani síkfeladatok MUSZHELISVILI-féle megoldási módszeréről szóló rész bőví- 
tésében tér el az elsőtől. Az utóbbi egyben szerény megemlékezés is kíván lenni a nemzet- 
közi szakirodalomban egyöntetűen nagyra becsült szovjet tudós nemrégi jubileumáról.. 
A bővítés talán a módszer hazai elterjedését is elősegítheti, ami — egyes iparágak érdek- 
lődését tekintve — időszerű lenne. Egyébként a második kiadás alkalmával— a rendel- 
kezésre álló idő rövidsége miatt — nem is kerülhetett sor nagyobb tnérvű módosításra... 

Befejezésül köszönetet mondok a Tankönyvkiadó Vállalatnak, továbbá e helyről 
is üdvözlöm sorozatunk egyre növekvő műszaki olvasótáborát, 


Budapest, 1963. márc. I. 
kese A SZERZŐ 


ELŐSZÓ A KÖTET HARMADIK KIADÁSÁHOZ 


A kötet második kiadása 1963 szeptemberében jelent meg és — kellemes megle- 
petésemre — 1964 januárjára elfogyott, A harmadik kiadás ezért megegyezik a máso- 
dikkal. Újabb fejlesztési elgondolásaimat a következő kiadásban kívánom realizálni, 


Budapest, 1964. febr. 15. A SZERZŐ 


E KÖTET 
TARTALOMJEGYZÉKE 


1. §. A KOMPLEX SZÁMOK ÉS ARITMETIKÁJUK 


a) A számfogalom bővítése 


a) A valós számkör felépítése avos slieréesesága resz eses kelts éd sss ő as, 19- 
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TETSZ A YATÓS SZÁTOK ró tsétát ze KÉK ETELE Tá E ÁÁ S EA EVE SEBŰ ez EA EGES 


8) FAGY ÓS számkör bővítése .............. EZÉR Ende áásó lle köte ér érés őse össze ZS 


§. A: yalóssszámok eléztélénsége zs és ansaeajadéssa ete ültess stk stáb sre 
II". A komplex számok kialakulása .................. SZÓKÉEB EE LAGE RT S TÖLEA 


Példák 


b) A komplex számok és alapműveleteik 


x) A kétdimenziós számok bevezetése ..............sssssssssssssss s. 22— 


o 


b. Valós SZÁMÍDÁTOK :: szeejéa es Aaa parókás ENE s ONE SN ASS VEVETSZEEE ÉVES 
LIS. SABTÁZOTÁS A: SZATASÍKOM Maszat dab pis E RNE AEE St Er SVGA Sk E EGT ss SY E 
III". Műveletek értelmezése ................ SIERZKE KÉRÉSE E SZE A LETGÜ éő 


Példák 


8) A komplex számok aritmetikai bevezetése ...................... ss. 26— 
D  Egyenes alaptnűveletek ss sé ddeesttis ere gleléss átló GÁT E EE ATE 8 

II". Speciális komplex SZÁTÓTOÚsaS sé emeteüreása ét SE SÉBE LÉŐBERE ÜGÉEÖ VE ő 

III". Fordított alapműveletek ............ ELÉRÉSE KENE EE ÉRA EKB 


Példák 


7) A komplex számok gyakorlati alakjai és ábrázolása .............. 29— 


I". Gyakorlati alakok ......... sze stee sláső Hz EPE EE ETET RE TE 
ID... A GAUSS-féle szárnsik " mes váleléseréeéssés SES TÉMÁNK BELÉ E ELL ÁK ETRÜSÁ EE 
TIL",  Bineévezések; . jelölések" 343 eiszeszaserosíázzétsss RÉG SEKé des E énse 


Példák 


ő) A komplex aritmetika gyakorlati alakjai és ábrázolása ........... 34— 


JEleŰtŐSÉSE sk ssh zs esne ká ete pt s gstebé t szt sésséeze EÉs vese teses ná seas ls 
1E. Összeddás,, KkíVONÁS divesez sei réekézú e EE SOL SE EE ÁE AVES TÉT 


HT ESZOTZÁS OSZTÁS Sze EBBE Fe BE SE Á B E KK EOSEÉn b Ká O BEK EVT ASE B eten tfe-s zést 
IV5. "Hatványozás, - gyökvonás, sssesessezegseese ÖS ES ER AA OA BAZE E SET öl éső 


20 


22 
20 
20 


24 


29 


34 


56 
34. 
34 
34. 
39 
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a) 


8) 


y) 


x) 


8) 


x) 


8) 


Példák 
c) Síkvektor-geometriai feladatok 


Két módszer összehasonlítása ......................s. ESÉSE AL ee 
I". Általánosságban .............. KESZ EAT ELSE EBA EÜ BE a áró 
IT. Speciális: ésetékben aa sérset onnét nt kert ezi szülés étetet ee etes 


A síkvektor-geometria alapfeladatai .......... DAKETES SZE ÉG ég ...ss 56— 
I". Vektor, koordináták ......... SZA BE SZÉ ESZA B LEPEL TESSEK Sr TÉS ZÁ Ó 
TE: -BÍTOTÁS,. POÚSOM "ésa ENG ee E SE BÁR DA S ER Ü TÁRS EE szbeérő 
IITP.- Nyújtás BEOESALÁS s stk et éra NA ÉS AÉTe EG É ED EZÉG E ZAN NÉ aaz g s ÁR ÓS 
VS Eájlásszósrteladatok zeésékse sk mp te oksá átok ee eben ek is kést ÉG 
Vo A hajlásszóg FÜGGVÉNYE nött ssdáe ee ek Felett és tj elb ele diak ég 9868 16 
VIS: Tzosonális  vektotsotozaátok "e észak ezta DRE in ént éő ör ÉR RAS 


Példák 


Egyszerű síkvektor-geometriai feladatok ..............ssssssssss ss 62— 


Példák 
d) Műszaki alkalmazások 


Háromfázisú rendszer szimmetrikus komponensei ..........5..... 69— 
Te. Szimmettikús. tendszetek a sz eká pszt tekert érés TES Paes e BABA 
II9. Háromfázisú rendszer aszimmeíriái .........lísesgessésééésressééss 
III", Aszimmetrikus háromfázisú rendszer felbontása szimmetrikus kompo- 


MNENSEITrE ela YAAAYAKA EE YLLYYLLKELLLELVAVEsetsee 


FELADATOK 


Vegyes műszaki alkalmazási feladatok ....... KERESETRE B ASÜ GZ Sá 
1". Színuszos áramkörök komplex ellenállása ............svsssssssséses 


2. §. A KOMPLEX FÜGGVÉNYTAN ÉS A KONFORM LEKÉPZÉS 
NÉHÁNY ALAPFOGALMA 


a) Határérték, sorozatok, sorok 


Sorozat és határértéke .....sssszeseszzeszésszíésesíslerssíá tés sss s 16— 


IS, Ar határértékcelmélet 21apclVe sessseée egsátág FREGÉ S aes Edes asáta Sk 
II". Sorozat sűrűsödési értéke ...........ssssssss ÉSE EE EE et: 
III. Sorozat, határértéke vsz eszet e e terhes Úge e bet e pld söze tása jel ó: 


Példák 


Sorok és konvergenciájuk .,.............sssssss nes esssssssssés sss 78— 


I". Sor konvergenciája és ÖSSZEge 4.......sisssses ss pzs ZGEÉ TÉL VS ArE 
Jr GAUCÉLY Kettőt tUÍa " da tea á kárát Ber ká ROSS Dokk ks sk aldeátés TE ÜRáeE Ég 
HIT ADSZOLÜt KÖNYETSEDELA zkt e ee ÉGE ER ÉVA S AE OKÁT ÁNÓ ELÉ ATKA 
IV"; ..Műveletek: végtelen "sorokkal  § seesésrtessésésízee ve pe ees ún beee tés 


Példák 


b) A komplex számgömb. Tartományok és határaik 


A komplex számgömb. A sztereografikus leképzés ....5........... 80— 


es Kölcsönös" egyérteküűség eszek Fater ált za éber beha te slséjete elő aza re 
ÚT: A kötüplex; SZÁMISOMID , sa ééssá él beste hel Vs KER Sz ER ORE SE S: BE S EE 
III, A sztereografikus leképzés .......sssssszsesssezesészresezettetests 


62 
56 


69 


73 
69 
71 


73 


75 
75 


78 
76 
76 
76 


80 
78 
78 
79 
79 


83 
80 
81 
81 
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Béldák 
8) Ponthalmazok. Tartományok és határaik .........sssssssssssssss. 83—85 


T ..Bonthaltiazzelmélett TOGAÍMAk ese ERe LE ret ezi sazse kes vás részetek 83 
IL. Tartományok és HatáPalk. eszt vésse bere Es PS Áá S Fa ves eg se sza 188 


Példák 
c) A komplex függvényekről általában 


2) A komplex függvények értelmezése és fájai ....................... 85—87 


I". Változási tartomány ......... IRT E EZEN EVEREST BY EL SES E EE tü 180 
TIS, Kötaplez függvények és Tájalk. rk üsszés ása ae áh SES zSz es Are eátó Asia a BB 
ITT. Iáyerz és összetett függvények: sose das éséeetése sa stress JEG zaelek te eszén 130 


d) Valós változós komplex függvények 


ax) A függvény és folytonossága. JORDAN görbék ..,........5........... 87—94 


TF. ZT ÜSGVÉNYTŐL Általá bált sazos gr veka Fevet Krebs vese mesa és ő B 
TI. .Határérték. EOÍlYtÓHOSSÁS - szesaz szétesés sás se e éelnez ze ezerz kás saság 88 
TETSZ JORBANZZOLDEK szenet érek top e net sk b ER EZL EGT Kb EZÉS EER E ..s.ssssss 89 


Példák 
8) A függvény deriváltja, integrálja ............ssssssssssssssss ss. 94—101 


To A detivalt és: SZEMÉltetése esem sés sre kk KÖR je szása disk b etése mek ápasáse IA 
ELS elMasasábbűeendű detiváltakk TÁVLOR-SOT ésrzns ént ez s kezes szzsáwrzes 96 
II. Határozatlan és "határozott AM eptál  ssskete ik sötet KE t eme ned áéráz ás: 96 
IV". Paraméteres és improprius integrál, LAPLACE- és FOURIER-transzformáció 97 


Példák 
e) Komplex változós függvények és függvénysorok 


a) A függvény és határértéke, folytonossága ....................... 101—106 


1. A függyény ÉS /SÁJÁLSÁGAL szé seson beé gb ÖR AAS bag hé se eln eé sze ak DOT 
JT Ar tüggyény Határértéke" eles azer aséi etess egptinemtes ek snek éa sé $O2 
TET. "A Tügövény TÖLYtOMOSSÁGA " essa baz nés bt s EE Akna vek zsé veges oes és sa "108 


Példák 
8) Függvénysorok. Hatváüysorok,  ...ssszsssessssení tes eire sss 4. 106—109 


TD. Bűüggyétiysötök és. Sájátság alk eken kk less ska e s dé et rég da rat étáss 406 
HT. MAtVAnYSorók. És sáajálságaiki Wessely EPve Deer renaze essere karérőé s  LÚZ 


Példák 
y) A függvény és a hatványsor differenciálása ..................... 109—121 


I". A függvény deriváltja, Regularitás .......... EZ Ta ez besseíte 109 
EISs " GAUCRY—RIEMÁNN-egyetletek ser sertepeize sz nerts zése sosa déss áss 5 IO 
III". LAPLACE-egyenlet. Harmonikus függvények ............. úr szag sake 15 
TV"2: Hatványsor: differenciálása ezz et ászárésrnesénets né s gandi és e ar 115 


Példák 
f) A konform leképzés 


z) A konform leképzés sajátságai, mértékei ...................s... 121—129 
To s  ETŐKÉSZÍTÉS de str ös léjezstsérő s ges lege e e ei elő ás heIE SÍRÁS sed szetsale ŰZE 

IZ. .BODB SajátSágOK szösz kek ses EE NEZ ÉGES Se ékátleszét azén saga s60jsá,, AZ 

II". Konformitás.egy tartományban .....s.ssseesseressessésssessevss a 123 
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Példák 
8) A konform leképzés elméletének általános elvei .....sssss.ss ss. 129— 134 
I. Alaápfeladat .....sssssseses EGE EZRET EEEN EK VE REG Ess KEN őe 129 
II". Tartományok konform leképzése ............ EE BLSZ E zös EZÉ 129 


HF. Kétületek megfeleltetése? Ize kévési édes iben ésnéne Keserves e : 180 
Példák 


g) Műszaki alkalmazások 


a) : Pont kinematikája a síkban ....ssvsesesrssepedes ss dvsés esz sség s 134— 139 

I. Alapfogalmak .........ssssííeeséséssses SEGA EAT 8 VEZE ését 4 ele eye 134 

II", A z, v és a vektorok komponensei E LESZEK ES ét bő sos zéza ses 98 

III", Egyszerűbb kinematikai feladatok ....... sgt sv ése g a eérétsssereee 190 
FELADATOK 

8) Egytömegű rendszer rugalmas lengései ............... s.sssssss. 139—149 

I", A differenciálegyenlet felállítása ................... ESR PÁ Ré 139 

II". Csillapítatlan szabad lengés ....................... szésnééő 000060 141 

III. Csillapítatlan kényszetlengés .........ssssssssés Blas azza eg eén s LAS 

IV", Csillapított szabad lengés ............ ES E ek E Él e SEEE PAR .s.. 145 

V", Csillapított kényszerlengés ....... ZÁS k SZELES ZT SET hive ék érés sráser AZÉ 
FELADATOK 

y) Harmonikus lengések szuperponálása ......... szsssesorsose0 sss 149—158 

I". Általános megjegyzések ...........siysasseesesséséséssése EZ e] 


II". Két közös frekvenciájú harmonikus lengés szüperponálása .......... 150 
III". Két különböző körfrekvenciájú harmonikus lengés szuperponálása .... 153 
IV". Kettőnél több harmonikus lengés szuperponálása .................. 156 


FELADATOK 


ő) A rugalmasságtan sík-feladata (A. rész) ....5................... 158—169 
I. Bevezetése Alabfógaltak zenészt ek sakk Ta ee SÉT e PK Et ák És . 158 
II". Az alapegyenletek alakja komplex potenciálokkal SE ELER 77.ssveée 104 


FELADATOK 
e) Vegyes műszaki alkalmazási feladatok ...............ssssssssssssssss 169 


I". Színuszos áramkörök tárgyalása ........sssiieseseeessséséése a. a 169 
II". Speciális szinuszos áramkörök vizsgálata .............sssssss 4.e4s 074169 
III". Mechanikai és elektromos rezgő rendszerek analógiájának elmélete ... 169 
IV", A telegráfegyenlet egyes kérdései ............... 2 ÖLEL EÁ ESB zs 169 


V". Az elektromágneses hullámtan egyes kérdései ..........s...s.sss955 169 


3. §. ELEMI KOMPLEX VÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK 


a) A lineáris egész- és törtfüggvény 


a) A lineáris egészfüggvény (w— az-- b) ..........sssssssssssss ss 170—172 


oz SDECIÁlIS: ÉSELEk vez éget ezzas öss eket ér e és FEL EGELESÉTSÉT sléz ses ré 170 
II". Általános lineáris egészfüggvény  ......ssísszssssessessesssérsssssss 170 
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az tb 
8) A lineáris törtfüggvény [o — - 

czi§d 

ES A TEGIDÉOK ÍUGGYÉNY iz ee es E av ese vatal széle sé FEE átélés etető a ÜT 

TISs Általános. lirleátistortfüggVÉNY nepe retek ész apás ster éva esszét ér. 18 

ITT, JA rkörtartás tuúlajdoítsága esést ett keése rest rve ska sszés ba vat ó se LA 
IV". A lineáris törtfügévény invariánisa v.sszsisseszsssesses vess evseis 46 175 

V", Taverz pontok irvatiatólája. ses vssésrezs sszkerrer tes aá sed sanezesve AT 


) sás eds ésa 50 ő ús vadérée s as , 172—185 


Példák 
b) Magasabb fokú racionális egész- és törtfüggvények 


a) A másodfokú hatványfüggvény (w — 2?) ...............ssssssss ss. 185—187 


I". A z sík (felső) felének leképzése ...............s...sssssssssssset 185 
II. A függvény RIEMANN-felülete ;...sszelserrinés ásatás iss ss sv ses s 197 


; Példák 
8) A magasabb fokú hatványfüggvény (w— 2) .............sssssssssses 188 
2 2 
I". A REL arc z Z (k 4 je szektör" leképzése szzsssársszsészéessr 188 
n n 


II". A függvény RIEMANN-felülete ....ssssssessessereseresere ree eese res 188 
Példák 
z 


I". Az egységkör-belső (-külső) leképzése ................ sa reseneáezzas 488 
II", A függvény RIEMANN-felülete ....ssseesssssesezszsszzssssséeséssss 190 


1 1 
9) A ZsuxovszkiJ-féle 9 —— [/- ) függvény SEEK ás bla szésztézóresés 199194 


Példák 


ó) Általános racionális egész- és törtfüggvény ....sssssssssssssss.. 194—197 


D. Racionális egészfüggvény (polinom) v.sssésesseszeésésééréséséss .. 194 
II". Racionális törtfüggvény ...sssssesesssssesssvesesessszeeseessesse 195 


c) Irracionális függvények 


a) A négyzetgyök-függvény (w — V2) .............ssssssssssssé sss. 197—201 


19. A. tegülárístás TOSÁÍMA resáudseő eve sek ss Et ebet ela ezése a beé dja s AD 
IT; Speciális Tesüláris ágak se zésketákés eté ss Ca ŐS R Ea 59 őróla azé s "198 


n 
8) Az n-edik gyök függvény (w—V2) ........szzzzsszeszessessse ee ssse es 201 


I", A. füsegvényről általában kuzess es öse nőé ses zése ékelt erétsnű st tése 201 
EA áüggVény. regüláris ÁBAl ses eeesz esen ek ébe Me es dás z sza ezres 201 


Példák 
9) További irracionális függvények ...........sssssssssssssssssssss 02... 202 


TA w- Vz—a (íz b) ÍÜÉGVÉNYT sss sss eget a Bs adsz aa e sé tsés 902 
II". A w—z 3 V2—i TÜSÉEVÉDY Kek KER EBE FONKE S Ze éraleálore 46 es stezeset 202 
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x) 


6) 


y) 


a) 


8) 


y) 


ő) 


x) 


Példák 
d) Exponenciális, trigonometrikus és hiperbolikus függvények 


Az exponenciális függvény (w — €e2) ..............lssssss sss sss. 202—206 


TD. Az: et és ex KÖZÖS  SAjáTSÁGAL  eéod sát ás relé kés estél EL EPA KE 44 09 szeva 202 
I11. Aziez és ex eltétő. sajátságai . saras ssésnesssarekázszerbese rés 203 


Ve Arto sztéz JEképZés SAJálSÁBAL azé eh őás e ket estet ee esedekes, etet 205 
Példák 


A trigonometrikus függvények (w — sin z, tg z stb.) ............ 206—213 
I. E függvények értelmezése ...........s.ssszresrersressésedssésn as 206 
TTPz- E tüsegyvények Sájátságal, sz masesti cénéné css et sás áll véte kedészá üt 200 

III". A w — cos z és a w-— sin z leképzés ............sssssssssss sss 209 
IV": A wz tes zés a W sz etés leképzés. vzezpistamenyeté esés ésedteá EK 


Példák 
A hiperbolikus függvények (w — sh z, thz stb.) .................. 213—215 
. DP. E függvények értelmezése ...........vszeseevessssessss késtem LB 
II". E függvények sajátságai; leképzések .......................ssssses 214 
Példák 
e) Logaritmus-, arcus- és areafüggvények 
A logaritmusfüggvény (w—ln2a) ............ SSE ETET eeesesla .... 215—219 
I". A w — ln z értelmezése, sajátságai .......... BE esek ető azal ésrnó ZÁ 
IE. A We Len zés TEGÜLÁTIS ÁSAl wissza rel kite ks Áe Kezd pezáre es ea 2 LŐ 
Példák 
Az arcusfüggvények (w — arcsin zZ, arctíg z stb.) ............ .... 219—221 
I". Értelmezés. A w — arccos Z sajátságai ........2......... szeánsz ÁD 
II. A w ssárctg 2 függvény sajátságai ..ssszesatedessséseöess SESLE ÉG a 220 
Az areafüggvények (w — arsh z, arth z stb.) ...... Főv ds da ő tsa 6 22223 
I". "B függvények értelmezése vsvesssss ss séév ses 4 ő őé e 666 e sera ássét zal 
II". E függvények sajátságai; leképzések :....................ss.s sss s. 222 
Példák 
Az általános hatványfüggvény (w — zgtiő) ........ a ehe etgeloré zs e és e 223228 
Iz e SKTELMEZÉSÉ SZ SÁJÁTSÁGAL test tea S e ZTLÉSGES bélel ázó öadek ÁL e REN; 5. KÓ 223 
II". A függvény reguláris ágai ................ TE EE esz a betege sza 22 
f) Műszaki alkalmazások 
Lineáris automatikus szabályozási rendszerek vizsgálata (A. rész) 224—243 


I". Bevezetés. Alapfogalmak ........................ vészek esegera AZA 
II". Lineáris rendszerek tranziens jelenségei .....,.................. s... 226 
III". A LAPLACE-transzformáció alkalmazása ....... POZSKSZEE SEN NS Et 229 
IV". Átviteli és átmeneti függvények .................... készédees ee ts ÓT 
V". Egységugrás és -impulzus függvény és alkalmazásai ............ a arg 235 
VI". Tipikus elemek átviteli függvényei ............ssssssssssssssssssa 289 
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FELADATOK 


8) A négypólus-elmélet elemei ...................ssssssssesss ss sa. 243—154 
TIT JDGLEHÁCIÓK tzseék es ES KSE E be ÉRE E Eza ENE 6 zzz ésezma B 

II". A passzív, lineáris négypólus alapegyenletei .................sssss. 244 

III". A passzív, lineáris négypólus néhány további jellemzője ............ 248 

IV". A passzív, lineáris négypólusok terhelési esetei ........ esel őlszá: e ezését 1200 

V". A passzív, lineáris szimmetrikus négypólusok ..............ssssssss 251 


FELADATOK 


y) Vegyes műszaki alkalmazási feladatok ..................sssssssssssss 254 


I". " Színuszos áramkörök: helyzetgörbéi ü...ssssssssszzzezesssnzssesées 254 
II". Az elektroncsövek elméletének elemei ................sssssssssses 254 
III". Tranziens jelenségek lineáris rendszerekben ..............sssssssse 254 
IV". A konform leképzés egyes felsőbb geodéziai és kartográfiai alkalmazásai . . : 254 


4. §. KOMPLEX VÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK INTEGRÁLÁSA 
ÉS SORFEJTÉSE 


a) Reguláris függvények integrálása 


a) Komplex változós függvény integrálja .......................... 255—259 


I; "Görbe menti integtál" vessz rrs rkn kósza evap sets d eb őne pestslvása pas. 2DD 
ID 5 SA. görbe alakjáról" ser náre rk es kár pi bere eper reszt est adsz társ 200 


Példák 


8) CAUCHY integráltétele (főtétel) .................ssssszesssssss as 259—266 


I. A tétel és jelentősége .........ssssssssssssessessesreseseíssssess 259 
II". A GAUCHY-tétel következímétíyéi .....sssesssssrssssszássssssssesse 260 
III". Többszörösen összefüggő tartomány ....i.vssessesresseszsseesssess 261 


Példák 
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FELHASZNÁLT ÉS AJÁNLOTT IRODALOM 


1. §. A KOMPLEX SZÁMOK ÉS ARITMETIKÁJUK 


a) A számfogalom bővítése 


a) A valós számkör I. A racionális számok. Az 1,2,3,... ter- 

felépítése mészetes számokra a számlálás és a rendezés művelete 

vezet. Ezekre két alapműveletet értelmezünk, az össze- 

adást és a szorzást, mégpedig úgy, hogy mindkettő eleget tegyen az ún. kommutatív 
és asszociatív, kombinációjuk pedig a disztributív törvénynek. 

A két alapművelet megfordítása, a kivonás és az osztás szükségessé teszi a zérus, 
továbbá a negatív egész számok és a törtszámok bevezetését, sőt elő is tudja állítani 
valamennyit. 

A fenebbi számok összesége képezia racionális számok köré, amelyből 
a négy alapművelet útján nem lehet kilépni. 


Az (origóval és egységponttal ellátott) számegyenesen pont vagy az origóból 
hozzá húzott ún. egyenesmenti vektor a szám képe, a szám pedig a pont (a vektor) 
koordinátája. A racionális számok, illetve képeik, az ún. racionális pontok összessége 


er 


sűrű (de — az alábbiak szerint — nem folytonos) halmazt alkot. 


II". Az irracionális számok. Racionális számokra, illetve potitokáa 
támaszkodó ún. skatulyázással végtelen tizedes törteket lehet értelmezni. Ezek közül 
a szakaszosak a racionális számokat, illetve pontokat jelölik. Egy régi axióma szerint a 
számegyenes minden pontja — az origó kivételével — egy és csak egy végtelen tizedes 
törttel jelölhető. Sőt egy újabban felismert axióma értelmében minden végtelen tizedes 
tört a számegyenes egy (és csak egy) pontjával ábrázolható. Minthogy a végtelen tizedes 
törtek összessége folytonos halmazt alkot, ez utóbbi axióma az egyenes hiánytalanságát 
jelenti ki. 

A végtelen nem szakaszos tizedes törtek, amelyek képei nyilván a számegyenes nem 
racionális, irracionális pontjai, újfajta számok, az irracionális számok 
bevezetését teszik célszerűvé. Ennek nincs is akadálya, mivel a végtelen tizedes törtekre 
sikerül kiterjeszteni a racionális számok műveleteit, alaki törvényeit. 


Az irracionális számok bevezetését — a műveletek oldaláról nézve — az ismételt 
szorzás, a hatványozás megfordítása, a gyökvonás teszi szükségessé. E számok össze- 
ségéből azonban gyökvonással csupán a , leggyengébb" irracionalitásúak állíthatók 
elő; további , erősebb" irracionalításúak nyerhetők racionális együtthatójú algebrai 
egyenletek gyökeiként, mégpedig 4-nél nem magasabb fokszám esetén (a négy alap- 
művelet és a gyökvonás véges számú alkalmazásával) explicite, magasabb fokszám 
esetén általában csak implicite ; a , legerősebb" irracionalítású, ún, transzcendes számok 
(pl. az e, sr) előállítása pedig meghaladja az algebra erejét. 
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III". A valós számok. A racionális és irracionális számok összessége képezi a 
valós számok körét, amelyből szintén nem lehet kilépni a négy alapművelet 
útján. A fentebbiek szerint — a zérus kivételével — minden valós szám végtelen 
tizedes törttel jelölhető, Ugyancsak az elmondottakból következik, hogy a valós szá- 
mok és a számegyenes pontjai (vagy vektorai) között kölcsönösen egyértelmű vonatkozás 
áll fenn ; ezt hangsúlyozni kell a későbbiekre való tekintettel. Megjegyzendő végül, 
hogy a valós számokat — éppen egyenesmenti ábrázolhatóságuk miatt — egydimenziós 


számoknak is nevezik. 
Eddigi matematikai tanulmányaink a valós szám fogalmára épültek. Például eddig 


csak olyan, valós függvényekkel . foglalkoztunk, amelyek értelmezési és értéktarto- 
mánya valós számköz, pl. : 


y Gsinx, ahol — 00 CC xC 3oés—lSye I; 
y- e, ahol — c0 CT xC oo és 0 Llyd - o0; 
yzzlnx, ahol ÜZ xe tk oő és —ös gye oo; 


y— 3 /1—:, ahbl —15xS14lés0sSyel. 


I. A valós számok elégtelensége. A 
gyökvonás és az algebrai egyenletek nemcsak az irracionális 
számok bevezetését teszik szükségessé (anélkül, hogy 
valamennyit elő tudnák állítani), hanem egyszersmind az így nyert bővebb, valós 
számkör elégtelenségére is rámutatnak. E tény szemléltetése céljából először közismert 


példákra, nevezetesen az 
x? 34 d2—0, ax? 3 bxi3c—-0 (b—4acdcC0) (1) 


8) A valós számkör 
bővítése 


negatív diszkriminánsú másodfokú binom és trinóm egyenlet gyökeire lehet utalni. Mind- 
ezeknél az a probléma, hogy negatív számból kellene négyzetgyököt vonni; e feladat 
nyilván megoldhatatlan a valós számok körében, nem lévén olyan valós szám, amelynek 
a négyzete negatív szám lenne. További példákat szolgáltatnak az 


a, xb a 1ix it. ..d ax dhaxia-0 (2) 


n-ed fokú algebrai egyenletek bizonyos gyökei. 

A valós függvények tanulmányozása során is felvetődik a valós számkör bővítésé- 
nek gondolata, mint amellyel esetleg sikerülne kiszélesíteni ismert függvények értel- 
mezését, pl. az y —sinx és az y — e7 értéktartományát —oco C p a - 00-re; az 
y — VI — 2? értelmezési és értéktartományát (— co, H4-o0)-re; az y —1]nx értel- 
mezési tartományát — co — x a -- 00-re. 

Amint látni fogjuk, a fentebbi nehézségeket bizonyos kétdimenziós számok, az 


ún. komplex számok bevezetésével lehet leküzdeni, 
II. A komplex számok kialakulása. A valós számok elég- 


telensége bizonyos másodfokú egyenletek megoldására már régóta ismeretes. Kb. 400 
évvel ezelőtt H. CaARDANO-val kezdődtek meg az első bizonyta an próbálkozások 
a negatív szám négyzetgyökével való számolásra. A XVII. és XVIII. század algebristái 
a negatív diszkriminánsú másodfokú egyenleteket (formális gyökvonással nyert) 
b je 1, illetve a 4- b V— 1 alakú gyökeiben (tiszta, illetve összetett, komplex) ,,lehe- 
tetlen", elképzelt, imaginárius, képzetes számokat láttak, 


a) A SZÁMFOGALOM BŐVÍTÉSE 6) PÉLDÁK 21 


Ezen új , lehetetlen" számok iránti bizalmatlanságot még csak fokozták a valós 
jelölésrendszernek a komplexbe való felületes átviteléből származó ellentmondások és 
a velük járó heves viták. Lassanként tisztázódtak a paradox jelenségek, . főleg EULER 
munkássága nyománt; ő már magától értetődően és biztosan számolt komplex 


vert 


számokkal; ugyancsak ő vezette be 1777-ben (az imaginárius szó kezdőbetűjét felhasz- 
nálva) az i — 7- V— 1 jelölést. 

A XIX. században ARGAND, Gauss, HAMILTON és mások végérvényesen kidol- 
gozták a komplex számok elméletét mind geometriai, mind tiszta aritmetikai vonat- 
kozásban. A képzetes és komplex számok — mint a valós számoknál semmivel sem 


lehetetlenebb, velük egyenjogú számok — ekkoriban mentek át véglegesen a 
matematikai köztudatba. 

Egyszersmind hatalmas lendületet vett —  CaucHY, RIEMANN, WEIERSTRASS, 
ScHWARZ és mások alapvető munkássága nyomán — a komplex függvénytan fej- 


lődése. Hamarosan kitűnt, hogy a komplex számok és függvények a műszaki és a 
természettudományok legkülönbözőbb területein alkalmazhatók  segédeszközként — 
nagy eleganciával és szemléltető erővel. Korunkban tovább tart a komplex függvény- 
tan ésavele kapcsolatos diszciplinák fejlődése, és egyre szélesedik alkalmazási területük 


Példák 


1; Bemutatjuk a XVIII. századból származó J. BERNOULL1— LEIBNIZ-féle para- 
doxont és EuLER-féle megoldását. 


Ismeretes, hogy 


rctg x — és arctgl— T — seket 
játsz há sépjis szzjazá 


Igazolandó az utóbbi eredmény komplex úton ! 
Megoldás."" Az integrálandót az 

$" -. 1 

1--x2  2i 


1 1 
Ze] 


részlettörtes alakba írva, majd integrálva, az 


teken 1 set zmgi 
arc tg LZETEEE 
logaritmikus alak adódik. Ennek felhasználásával számítva az arc tg 1 értéket, az 
sm zÜ 1 1—1? 
TE] 7 reá mp] bes 


3 
arctg 1 — 57 ln 


1 1 1 
—gin(—D— gin D—sln1—0 


§ A J. Bernoulli — Leibniz-féle .paradoxon Euler-féle megoldását 1. az 1. példában. 
"t Utalunk a 3. §-ban tanulmányozandó komplex változós transzcendens függvényekre. 
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eredmény nyerhető, mely nyilvánvaló ellentmondásban van az arctg 1 — x/4 ismert 
eredménnyel. 

E J. BERNOouLLI és LEIBNIZ által felvett paradoxont EULER oldotta meg. Rámu- 
tatott arra, hogy a később róla elnevezett 


eíx — cos x 1-isinx 
reláció alkalmazásával az eix függvény az 
eitx-t22k) — cos (x 3- 27 k) -- i sin (x 3- 27 k) — cos x 3- isin x — elx 


módon periodikus függvénynek bizonyul 2 periódussal. Az egység tehát e0i mellett 
etzki alakban is írható. A k— 1 esetben 1l— efri, következésképpen In 1— 2xi. 
Ezen érték alkalmazásával egyszersmirid a paradoxon is megoldódik: 


1 
arctg1— eln1— e2ni— 7 g.e.d. 


(Az arctg I főérték mellett az összes Arc tg 1 érték is előállítható az 


B srL JE ksd EV atás 


meggondolással.) 


b) A komplex számok és alapműveleteik 
a) A kétdimenziós I. Valós számpárok. Az ún. kétdimenziós számok 
számok beveze- egy-egy rendezett valós számpárt foglalnak össze magukban. 
tése a j ser 
Az ilyen számok jelölése: 
Z1 — [a1.b1], 22 — [d25b2], ... (1) 


A kétdimenziós számok azáltal válnak valóban számokká, hogy rájuk — a III"-ben 
vázolandó szempontok szerint — alapműveleteket értelmezünk. A B)-ban ismertetendő 
értelmezéssel jutunk majd a komplex számokhoz. 


II". Ábrázolás számsíkon. 1. A számsík valamilyen koordináta- 
rendszerrel ellátott sík. Ezen minden Z kétdimenziós szám mint [a,b] rendezett 
valós számpár egy-egy olyan P ponttal vagy (az O origóból a P ponthoz vont és felé 


— 3 
irányított egyenesdarabbal) O P vektorral ábrázolható, melynek rendezett koordináta- 
párja éppen az a, b. 
A számsíkon gyakorlatilag vagy derékszögű, vagy  polár-koordinátarendszert 
alkalmazunk. Megkülönböztetésül az első esetben 


Z — (x1. 91: 22 — (X2 2 (2) 
módon, a második esetben 


Z — (T.P) Za tfarozlzsss (3) 
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módon jelöljük az ábrázolandó számot. Mint ismeretes, az x és y derékszögű koordiná- 
ták az ábrázoló vektor tengelyirányú, előjeles vetületeit, a polárkoordináták közül azr 
a vektor hosszát, a p a vektor (és a pozitív x tengely) hajlásszögét jelentik. A derékszögű 
és polárkoordináták ismert kapcsolata a következő: 


x-rcosg, y-rsing, (4a) 
illetve 


r— Vo d y?, p — arc 97 g (4b) 


amely utóbbinál előjel szempontjából nemcsak az y/x, hanem az y és az x külön-külön 
is figyelembe veendő a negyed helyes megállapítása céljából. 


sé 

A Z számok és P pontok vagy OP vektorok közti egyértelmű vonatkozás megfor- 
dítása is egyértelmű a derékszögű koordináta-rendszerben. A polár-koordinátarend- 
szerben viszont csak olyan megállapodással tehető egyértelművé, hogy a P pont vagy az 


—3 
OP vektor végtelen sok 

DS t-2ka, ket gieetez s a 65) 
polárszöge közül egyedül a p, az ún. főérték veendő figyelembe, amely egy tetszőlege- 


sen kijelölt, 27 nagyságú számközben, pl. a — x Ca p £ mx számközbe esik. 
A fentebbiek értelmében tehát a Z(x, y) kétdimenziós számok és a számsík P(x, y) 
—z- 
pontjai vagy OP vektorai, valamint a zZ — (r, p) kétdimenziós számok és a számsík P(r, p) 
—- 
pontjai vagy OP vektorai között kölcsönösen egyértelmű vonatkozás 
áll fenn. ki 


2". A 2, és 2, számot (vektort) akkor és csak akkor mondjuk egyenlőnek, ha meg- 
felelő elemeik (koordinátáik) — a D-nél a főértékek — egyenlők egymással, azaz 


P xy — X2 ÉS y1— Vo (6a) 
illetve 


T1 —Ts ÉS pyj — Po (6b) 

mely utóbbi Ö, — 8, — 2k x alakban is írható. 
ü E fdrájási 
Ilyen értelemben az OP vektor és a párhuzamos eltolásával előállítható OP", 


— — 3 
0"P" stb. vektorok mind egyenlőknek tekinthetők, minthogy a megfelelő koordiná- 
tákban, illetve koordinátakülönbségekben megegyeznek, tehát"pl. x — x" — xy — 
— x" — xy" ésy—y —y —y" — yo" stb., ahol O"(x yo), P(x, y) stb. 

Más szóval a Z számokat ábrázoló vektorok nincsenek az O és a P pontokhoz kötve, 
hanem önmagukkal párhuzamosan eltolható, ún. szabad síkvektorok. 


Amint a ö])-ban látni fogjuk, a Z számokra értelmezendő aritmetikai műveletek- 
nek a Z síkvektorok bizonyos geometriai műveleteit lehet megfeleltetni." 


mr 


Szembetűnő, hogy az ábrázolásról itt elmondottak igazak a síkbeli közönséges 
vektorokra is. 


RT § Már Argand és Gauss is rámutatott a komplex számok és műveletek vektoros szemléltethető- 
ségére. 
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III". Műveletek értelmezése. Miként a valós (egydimenziós) 
számokkal, úgy a kétdimenziós számokkal is csak akkor tudunk számolni, ha előzőler 
definícióban rögzítjük, hogy mit értünk két ilyen szám összegén és szorzatán; ebből 
már következik a különbség és a hányados értelmezése, ha ezekről egyáltalán beszél- 
hetünk. 

Nyilván többféle aritmetikát értelmezhetünk; ezek mindegyike egy-egy külön- 
leges algebrát is teremt olyan számolási szabályokkal, amelyek a valós algebra megfelelő 
szabályaival csak többé-kevésbé egyeznek meg. 

Természetesen a gétdimenziós számok aritmetikáját úgy igyekszünk érteímezni, 
hogy benne a valós aritmetika valamennyi egyenes és fordított művelete szerepeljen 
egyértelmű eredménnyel; hogy speciális esetként felölelje a valós aritmetikát; hogy 
ezen aritmetikából folyó algebra számolási szabályai a megfelelő valósokkal teljesen 
megegyezzenek. 

Mint a 8) -ban látni fogjuk, e követelményeknek hiánytalanul eleget tesz a komplex 
számok aritmetikája.? 

Ellenpéldaként hivatkozunk a közönséges vektormennyiségekre; ezeknél kétféle 
szorzás szerepel, skaláris és vektoriális; az utóbbi nem kommutatív; mind a kétféle 
szorzat lehet zérus ilyen tényező nélkül is; a két szorzás egyikének sincs megfordítása 
stb., más szóval lényeges eltérés észlelhető a valós alapműveletekhez képest. 


Példák 


1. Ábrázoljuk a számsíkon az alábbi kétdimenziós számokat: 
ő szt 
A) 2, 1), (—1, V2), EB —x] k a; 


. 
, 


c) (x, y) ai ír, pb (x, gel 4 ) 7 ír, —opb (Ex, —y) Tá ír, p 7 Ti 
D) 0—(0,09)—(0,9), E — (1, 0) — (1, 0), 


V— (0 — Ílzb ab 1—0D— 1 3] 
Kv) — lyi ET 


2. Állapítsuk meg a számsík feltüntetett pontjaihoz tartozó kétdimenziós számokat 
derékszögű és polárkoordinátás alakban ; az utóbbiakat írjuk fel a p főértékére (— x C 
ca B — 7) szorítkozó alakban is (la. ábra). 


§ A kettőnél magasabb dimenziójú számoknál a teljes egyezés nem valósítható meg. 


b) A KOMPLEX SZÁMOK ÉS ALAPMŰVELETEIK a) PÉLDÁK 25 


Megoldás. 
P.: 1, — IB 54 aka , Z I; 


pPö(gfa) - Ív, take , e cö] 


B, : (x,y) — tr, 8), ír, PH Pa: t(x, — 9) — (r.— 2), fr, —pk 


b és 
P 
34 presze -e? 
Pivi 
1]---o s 
egi AE SZZK RT SZErÉ 
, fej fi § Tó 
; ] ő 
SÁBELFÉKE 5 e LKRRORAT 
? y R 


1. ábra 


3. Állapítsuk meg a számsík feltüntetett vektoraihoz tartozó kétdimenziós szá- 
mokat (1b. ábra). 


— 3 —s- ——z- 
Megoldás. z, — OP, — O, Pf — O,P,": (2, 3); 


l 


zs Am 
V8, EÁ . 


— — —— s 
2, — OP, — O, BP, — OZ By : 


4. Írjuk át az alábbi derékszögű (polár-) koordinátás alakban adott kétdimenziós 
számokat polár- (derékszögű) koordinátás alakra: 


A) 2.—(1,D, 22—(—1,D),  25—(83,—V5), 2. —(—1.—V3; 


B) 2 ÍVE — E kej, 24— 6, aretg gt 2kaj 


. 


4 
zs — Í10, — arctg a -H 2km 5 a —5 4 2ke 


Megoldás: A) z, — 1 5 -k ater] ." "ész 1. 22 - aka 


2 
za — [2 VB, — E 2kaj, 24 — [2 — TE dka ; 


B) 2. —(1,—1), 29—(4,3) vagy 22—(—4, —3), 
25— (6, —8) — vagy 25—(—6,8), 24 — (0, —2). 
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8) A komplex szá- I. Egyenes alapműveletek. 17. Térünk rá 
mok aritmetikai most a komplex számok bevezetésére. 
bevezetése Definíció. Komplex számok nak nevezzük 


az olyan (egy-egy rendezett valós számpárt összefoglaló) 

kétdimenziós számokat, amelyeknek egyenes alapműveleteit a következőképpen értelmezzük : 
a Z. és 2. komplex szám Z14 3-2. összege derékszögű koordinátákkal kifejezve a 

2 ht 22 — (Xi 91) 4 (xXesy2) — (xi 4 Xey1 tt V2 (ia) 


olárkoordinátákkal pedig a 
Z tt 2Ze — ír. pi) se ro pej gi 


(ib) 


r, sin -3- ro. sin jaj 
- va FT 3TTa cos (pp. — po), arctg ZT ; 


Tr COS pj -H Te COS P; 
komplex szám; 
a Z4 és 22 komplex szám Z1Z. szorzata derékszögű koordinátákkal kifejezve a 


222 — (Xi 91) (X2 2) — (x1Xe — Vio Xiye rt X2V1): (2a) 
polárkoordinátákkal pedig a 


Z1Ze — ír. pi) (ra pe) — (ri os Pit pe (2b) 
komplex szám. 
Az (1a)-ból az (1b) és a (2a)-ból a (2b) — polárkoordináták bevezetése, illetve képzése 
és trigonometrikus átalakítások útján — könnyen levezethető. 


27. A komplex számok most értelmezett alapműveletei ugyanazon algebrai törvények- 
nek tesznek eleget, mint a megfelelő valós alapműveletek. Nevezetesen érvényben marad 
az összeadásra és a szorzásra a kommutatív törvény : 


Z. 1 Ze — Zo 2 és 2.22 — Zo2Zi (3a) 
továbbá mindkettőre az asszociatív törvény : 
Z. Tt (22 4 2) — (21 Tt 22) 1 Zs és Z2Z(22Zs) — (2129) Ze (éb) 
végül az összeadás és a szorzás kombinációjára a disztributív törvény : 
21 (22 1 25) — 2122 4 Z123- (30) 


Ezen egyenlőségek fennállása egyszerűen észlelhető, ha — pl. az (1a) és a (2a) alapján — 
mindkét oldalukat előállítjuk és összevetjük. 


II. Speciális komplex számok. Az I". alapján most megvizsgálunk 
néhány speciális komplex számot, és ezeket — jellegzetes algebrai tulajdonságaik alapján — 
bizonyos ismert számokkal azonosítjuk. 


Egyébként az alábbiakban felhasználjuk a Z — (x,y) — tr p) komplex szám — 
— Z — (—x, —y) — (ír, p -- m) ellentettjét és Z — (x, —y) — (r, —e) konjugáltját. 
1, Az O — (0,0) —(0,0) komplex számra és — mint látni fogjuk — csakis erre 
igaz, hogy bármely Z komplex számhoz hozzáadva, összegül változatlanul Z-t, továbbá 
bármely Z-t vele megszorozva, szorzatul O-t kapunk: 


Z-t O — (x,y) 3- (0,0) — (x,y) —Z, 
ZO — (x,y) (0, 0) — (0, 0) — Oo. 


illetve 


Ezek alapján az O a zérussal azonosítható (ún. zéruselem) : 


0-0. (4) 


: Körülményessége miatt ritkábban használatos. 
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Megjegyezzük, hogy ellentett komplex számok összege O-val egyenlő: 
Z 3- (—2) — (x,y) 1 (—x, —y) — (000 — 0-0. 


27. Az E — (1, 0) — f1, 0) komplex számra és — mint látni fogjuk — csakis erre igaz, 
hogy bármely Z-t vele megszorozva, szorzatul változatlanul Z-t kapunk; 


ZE — (x, y) (1, 0) — (x,y) — Z. 
Az E négyzete továbbá önmagával egyenlő: 
E? — (1, 0) (1, 0) — (1, 0) — E. 
Az E ily módon a valós egységgel azonosítható (ún. egységelem) : 
EZ1. i 65) 
37. A V — (x, 0) — jJ x [ il alakú komplex számoknak az x valós számok, a /-k 


összegének, illetve szorzatának az x-ek összege, illetve szorzata, a V-kkel való szorzásnak 
az x-ekkel való szorzás felel meg: 


V. "Pp V. kudsl (X 0) hi (X2 0) — (Xi TF Xg 0) big V5, 
V.V. — (xi, 0) (xe, 0) — (xix2, 0) — Vsz, 
VoZ — (xo, 0) (x,y) — (xo. X, Xoy) — Xxo(x,y) — xo 2; 


mindez megfordítva is igaz. 
A V alakú komplex számok tehát az x valós számokkal azonosíthatók : 


VI x, (6) 
V. 34 VS xi 3 Xx2 VIV. S xx VIZE xoZ. 


és megfelelően 


Speciálisan a Z komplex szám —Z ellentettjével és Z konjugáltjával kapcsolatban 
írható, hogy 


. —Z — (—x, —y) — (—1,0) (x,y) — —EZe—1-Z, 
illetve 


Z-4Z — (x,y) —- (x, —y) — (2x, 0) — 2x, 
ZZ — (x,y) (x, —y) — (x? 4 y?, 0) — xy? 
47. Az I — (0, 1) — íl, z/2) komplex szám négyzete —E-vel egyenlő: 
JT? — (0, 1) (001 — —E—-—(—1,0)— —1, 
ennélfogva az I a képzetes egységgel azonosítható : 
Izi. (7) 


5". A K — (0,y) — (Iyl, t s/2) alakú komplex számok előállíthatók V alakúak és I 
szorzataként: 


K — (0,y) — (y, 0) (0,1) — VI, 
következésképpen a K alakú komplex számok a tiszta képzetes számokkal azonosíthatók : 
K ziy. (8) 


A fentebbi azonosítások felhasználásával a y)-ban át fogunk térni a komplex szám 
gyakorlati alakjaira. 

III". Fordított alapműveletek. Az összeadás és a szorzás művelete a 
komplexben is mindig egyértelműen megfordítható — kivéve a zérus osztó esetét — ponto- 
san úgy, mint a valósban. 
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. A. A Z. és Z, komplex szám különbsége azon Z — Z, — Z, komplex szám, amely 
kielégíti a 
2 -k 146 dij, AE Zi 
komplex egyenletet, illetve x, y derékszögű koordinátái — az (1a) értelmében — az 
X-4 X2 — Xi, y4 ye 7y 
r, p polárkoordinátái pedig — -az (1b) értelmében — az 


rsin p 3- ro, sin po r.sin p. 


rt rt 2rr, cos (pa — 9) — ri, 


TCOS p 3- ro COS Pa Ta COS Pi 


valós egyenletrendszert. Ezek mindig egyértelműen megoldhatók, A különbség tehát 
derékszögű koordinátákkal kifejezve: ; 


Z — 2 — 22 — (xy — Xoy1 — 92 (9a: 
polárkoordinátákkal pedig 


F. 
Z — Z — Z, — Vr 3 r3 — 2rirs cos (pe — 91), arctg -— .  (9b) 
Tr, COS py — Fr. cos pe) 


Felhasználva Z, kivonandó —2Z., ellentettjét, a különbség nyilván 
Z-Z4(—Z9) (10) 
módon is előállítható. 
Speciálisan azon W komplex szám, amelyre Z -- W — Z, nyilván a W — Z -4- (—27) — 


—- 050, vagyis — amint előre jeleztük — csakis a zérus összeadandó nem változtatja 
meg az összeget. 


,. 2. A Z1 és 22 komplex szám hányadosa azon Z — 21/Ze komplex szám, amely kielé- 
gíti a gé éz, 
komplex egyenletet, illetve x, y derékszögű koordinátái — a (25) értelmében — az 
X2X— Y2Y — Xu YoX 4 XV 
r, p polárkoordinátái pedig — a (25) értelmében — az 
ITr—Tp P-t Pe 7-0 
valós egyenletrendszert. Ezek mindíg egyértelműen megoldhatók, hacsak 


E LETE LETT 
y2 Xei 
azaz Z2 5 (0, 0) — (0, p). A hányados tehát derékszögű koordinátákkal kifejezve: 
haza 21 big Éles -F yiye ; s 77 et (11a) 
Ze x8yő x3 yi 
polárkoordinátákkal pedig VI 
83 x 
z-Z — he Pi — vaj (11b). 
Ze Te 


Felhasználva a Z, osztó Z, konjugáltját, valamint a 
Z2Z.— (34 yi 0) — (ré ty. — nr 
22 — (xiXx2 6 YiVor ViXe — Xi.) — (Tres Pi-— p2) 
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eredményeket, a hányados nyilván 


Kea Zs 


VAa 12 


módon is előállítható. 

Speciálisan azon W komplex szám, amelyre ZW — O, nyilván a W — OZ/ZZ — 0 — 
z 0, vagyis — amint már említettük — csakis a zérus tényező eredményez zérus szorzatot, 

Továbbá azon W komplex szám, amelyre 2W — Z, nyilván a W — ZZIZZ5c EZI, 
tehát — amint szintén jeleztük már — csakis a valós egységgel való szorzásnál marad az 
eredmény változatlan. 

Megjegyezzük még, hogy a komplex számok és alapműveletek gyakorlati alakjait, 
valamint ábrázolását a y)-ban fogjuk ismertetni. 


Példák 
I. —— Állapítsuk meg a z; — (3, V3). — j9v8, ki és a z, — (1, —1) — We. s a) 
komplex számok összegét és szorzatát derékszögű és polárkoordinátás alakban, 
Megoldás. Az összeg az (la) szerint 
— (xi 1 Xg 91-49) — 8-4 L [8—0 — (4; 0, 73), 
az (1b) szerint pedig 


rsin pi -k resin pe] 
T; COS pi 4- Fr, cos po ! 


s WA FT 4 2ry re cos (pi — pe); arctg 


Bazsa ] 
— 1/1272 32 y12-2 2 cos (307 -- 459), arctg" az 9 sz 


2/3-— Te ay Ő 


— ( /14,65, arc tg 0,182! . 


A szorzat a (2a) szerint 
P — (xy, X2— yos XiV2 TF X291) —(8"1- V3- 1,—3:-13-1 . 43 — 
— (473; — 127), 
a (2b) szerint pedig 


P — (ri ro, pp) — [2V8- VB, 57 21- [2 V6, - §] 


y) A komplex szá- I. Gyakorlati alakok. 1" A 8) II-ban ismer- 
mok gyakorlati tetett azonosítások felhasználásával minden komplex szám 
alakjai és ábrá- 


zolása felírható így: 


— (x,y) — (x, 0) (1, 0) -- (y, 0) (01) —xE-71yI—1x-4-iy— xi iy—z. 


tzú Itt a ri és 312 főértékeit vettük. 
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Eszerint bármely Z — (x, y) komplex szám előállítható az x valós és az i y tiszta képzetes 
szám összegeként. Természetesen az x és az y közül, következésképpen az x  -- iy 
összeg tagjai közül egyik vagy másik, vagy akár mindkettő zérus is lehet. 

2", A komplex számok eddig használt Z — (x, y) (számpáros) alakjával szemben 
a most nyert, szintén derékszögű koordinátás 


2—-xdgiy (1) 


alak a komplex szám ún. normálalakja vagy algebrai alakja. Ebből az 
x-rcosp, y—rsinp 


helyettesítéssel, vagyis polárkoordináták bevezetésével adódik -— az eddig használt 
Z — (r, p) (számpáros) alak helyett — a 


J z —r(cosp--ising) j (2) 


alak, a komplex szám ún. trigonometrikus alakja. Végül ebből az EULER -relációt 
néven ismert 


SET 2k Ms 2k--1 
c05p--isinp— 3 (— Vág IRC Di 


formális sorfejtési eredmény felhasználásával nyerhető a 
I .zserele (3) 


géz 


alak, a komplex szám ún. exponenciális alakja. Feltűnő az utóbbi alak tömörsége; 
mint látni fogjuk, műszaki alkalmazása is igen széleskörű. 

A gyakorlatban a komplex szám most bevezetett három alakja használatos. 

II". A Gauss-féle számsík. 1". Az a) II"-ben már szóltunk a Z — 
— (x,y) — ír, p) kétdimenziós számoknak a számsíkon P(x, y) — Pír, p) pontokkal, 


——3- 
illetve OP vektorokkal való ábrázolásáról, megjegyezve, hogy az a síkbeli közönséges 
vektorokra is igaz. 

Most — a komplex szám definíciójának és gyakorlati alakjának is ismeretében — 
már a Gauss-féle vagy komplex számsíkról beszélünk. Megállapíthatjuk, hogy e síkon 
a koordináta-rendszer O(0,0) origója a 073-i0— 0 zérust, az x tengely E(I, 0) 


3 
pontja (O E vektora) az 13-10 — 1 valós egységet, általában az x tengely V(x, 0) 
je . 
pontjai (OV vektorai) az x -i0 — x valós számokat, az y tengely I(0, 1) pontja 


8 T. bővebben a w — ez függvénynél, a 3. S d) a) helyen! 
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-— 3 
(O I vektora) a 0 - il — i képzetes egységet és általában az y tengely K(0, y) pontjai 


—- 

(O K vektorai) a 0 -- i y — i y tiszta képzetes számokat ábrázolják, Ennek megfelelően 
a komplex számsíik x tengelyét valós tengelynek, y tengelyét képzetes tengelynek nevez- 
zük. Természetesen a síkbeli közönséges vektoroknál értelmetlenség lenne valós és. 
képzetes egységvektorról, illetve tengelyről beszélni, 


2". Az a) II-ben mondottak alapján nyilvánvaló, hogy a z— x34-iy—r ő. 
komplex számok, valamint a komplex számsík P(x, y) — Pír, p) pontjai vagy 95 


vektorai között kölcsönösen egyértelmű vonatkozás áll fenn; továbbá, hogy ezen "oP 
vektorok a síkban önmagukkal párhuzamosan eltolható, szabad vektorok; végül, hogy 
z, és z, akkor egyenlő, ha xy — xo, és yy — yo, illetve Ty — To, és pi — pa (másként 
DB, — B, — 2k x), és megfordítva. 

III". Elnevezések, jelölések. 1. A 2z—x7-iy —rei? komplex 


számnak x a valós része, y a képzetes része, r az abszolút értéke, p pedig az ST KiSZÁR 
jelölésük: 


xszRez, y:lImz, 

r—]z]l, pzwcarcz. (4) 5. 
összefüggésük pedig — mint ismeretes — 

xzrcspsycgy— TIP s; 

y-rsinp—xtgp— b V7—8 ; 


EG TETZEZET x y 
Túl x2 2 — — — . 
tiőrs- szán 
p — arctg — — arccos 7 —arcsin£ . (5) 2. ábra 
r 


Rez Re z — 0, akkor nyilván z—ilmz —iy; ha pedig Im z — 0, akkor z — 
s képp 


. A 2—x34iy —r(cosp-ising) — reiv komplex szám ellentettje — a. 
8) ír értelmében - — 


— 2—-— —x—iy— r[cos (p-- m) 4 isin (p -- x) ] — reier7, (6) 


Az ellentett komplex számokat ábrázoló pontok (vektorok) nyilván egymás tükör- 
képei az origóra vonatkozólag (2. ábra). 
A 2—x-4iy—r(cosp4-isinp) —reis komplex szám konjugáltja — a 
B) II? értelmében — 
2£—-—x—iy —rí(cospa— isin gp) — re-iv, (7) 


A konjugált komplex számokat ábrázoló pontok (vektorok) nyilván egymás tükörképei 
a valós tengelyre vonatkozólag (2. ábra), 
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Példák 


1. Írjuk fel az alábbi, számpáros alakban adott komplex számokat gyakorlati 
alakban: 


A)2—(38,9); — B) 2z—í7,xj4k 
Megoldás A) A I" 17-ben mondottak, és az (1) formula szerint 
z —(3,4 —37-4i—z. 
B) A (2) és a (3) formula szerint 
z — (7, xj4) — 7 (cos 45" -- i sin 459) — 7ei"/4, 


2. Ábrázoljuk (szerkesszük meg) a Gauss-féle számsíkon az alábbi komplex 
számokat: 


3 


CN ZNYTL ezzáii iV3, zs — V2 (cos 307 7- i sin 309), zzz GY 


4. 


21. 


c A Állapítsuk meg az alábbi komplex számok valós és képzetes részét, illetve abszo- 
lút értékét és arkuszát: 


A) z— —373-iV3; B) z — 7 (cos 607 -- isin 609); C) kösse és 
Megoldás. A (4) értelmében 
A) x— Rez— —3, y—Imz— [3, 
r—(21—-V8T8-V5T3— VE, 
B — Arc z — arc tg? -k 2k z — arc tg [2 — 1509 -4 k 8605; 
B) r—7T, gp 60", 


7 f 7vV3 
x— r cos p — 7 cos 607 — — , y —rsin p — 607 — 168 


Ő psz p—5 — 150", 


x — r cos p — 5 cos 1507 — 


. 


5 
2 


9] a 


, y:-rsinp—ő5sin 1507 — 


(Megjegyzendő, hogy a két utóbbi komplex számhoz — a megadotton kívül — még az 
B) 6 — p 4 2k m — 607 3- k 3607; C) B — p 3- 2k m — 1507 -- k 3607 

végtelen sok arkusz bármelyike is hozzárendelhető.) 

4. Írjuk fel az alábbi adatokkal meghatározott komplex számokat: 
A) x—4,y—.—1; B)r—2, p— 1209; C) x— 5,p — 309; 
D)v—7,p— 459"; Eytx—3,r—6;y .C0; Fyy—[3, r—2 x 50. 
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Megoldás. A) Az (1) szerint: z — 4 — i, 


, 22 
B) A (2) és a (3) szerint: z — 2 (cos 1207 -- i sin 1207) — 2e 3. 
A derékszögű és polárkoordináták (5) összefüggése, valamint az (1), (2) és (3) 
alakok szerint: 
x 5 10 10 
kzt cos p cos 309 37 etési 
vagy másként: i 


iz 
6 


Biz 
v—xtgp— 5tg30—ő? , Lea 


y 4 szt 
s pee; —7yVe ii a 
HALT sinp — sin 459" t 2-7 V2e 


vagy másként: 
x—-yctgp— 7 ctg4597—7, 2— 7 73-i7; 


3 42. ÖZE háj 
E) p — arc cos" — arc cos z — —609, zésás ex Vak) 


vagy másként: £ él 
y — — I?P— é— — [36—9—— 27 2—3—ij27; 
vV8 60", i (5 2kn) 


F) p —arc sin — arc sin ti z —2e 
vagy másként: 

x— 3 V$—y— 73 V4—3—71, 2—1-ij[3. 
5, —. Írjuk át a másik két gyakorlati alakra az alábbi komplex számokat: 


, 577 


: sz —i 
A) 2—V3--i3; B)z2z—5e $. C) z — 4 (cos 307 — isin 309), 
Megoldás. Az (5), valamint az (1), (2) és (3) értelmében 
A) r— Vért y —V373 9 — V23, 


[e] — arctg 4 2k mr — arctg [3 -- 2k x — 607 -- k 360", 


2 — VB [cos (607 - K 360) -E isin (607 4 k 3609] — VIZ e" (617), 
B). z — 5 (cos 1509 — i sin 1507) — 


3 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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6. Írjuk fel a következő komplex számok ellentettjét és konjugáltját: 
. a 
A)2z—3—4i; B)z—4(cos159 kisin15); €C)2—ő5e7, 
Megoldás. A (6) és a (7) értelmében 
A) —z — —3 7- 4i, z —37- 4i; 


B) —z — 4 (cos 1959" 7- i sin 1959), z — 4 (cos 159 — isin 159); 


. . 8 
C) —z—e5e 7", 2—-5e7. 


8) A komplex arit- I, Jelentősége, 1. A 8)-ban nyert alapművelet 


metika gyakor- 2 jea 5 [raja tr LES 
lati alakjai és áb- eredményeket az ottani számpáros alakból most 


rázolása 


átírjuk gyakorlati alakokra. Itt lesz nyilvánvalóvá a 8)-ban 
ismertetett definíció, algebrai tulajdonságok, azonosítások, 
végül a y])-ban bevezetett gyakorlati alakok nagy hord- 
erejű következménye: A komplex szám algebrai, trigono- 
metrikus és exponenciális alakjával — az i? — —1 kiegészítés mellett — a valós (több- 
tagú) algebrai, trigonometrikus és (egytagú) exponenciális kifejezések módjára számolha- 
tunk ! z 
2". Ugyancsak most kerül sor, a műveletek ábrázolására. A komplex számok arit- 
metikai műveleteinek a komplex számsíkbeli vektorok bizonyos geometriai műveleteit 
lehet megfeleltetni. 

Már itt rámutatunk a komplex alapműveletek eme vektoros szemléltetésének nagy 
jelentőségére a műszaki és (síkgeometriai) alkalmazások szempontjából. 

Végül nyomatékosan felhívjuk a figyelmet arra, hogy a komplex alapművele- 
teknek megfelelő vektorgeometriai műveletek — az összeadástól, kivonástól és (valós) 
számmal való szorzástól eltekintve — lényegesen különböznek a síkbeli közönséges vekto- 
rok geometriai műveleteitől, annál is inkább, mert az utóbbiaknál osztásról és magasabb 
rendű műveletekről alig beszélhetünk. 

II", Összeadás, kivonás, 1". Két komplex szám összege algebrai 
alakban — két valós többtagú algebrai kifejezés összegének mintájára — 


21 -- Ze — (x4 -- iy1) Tt (x2 4 io) — (xi 4 Xx2) ily ty) (1a) 
vagyis részei a megfelelő (, egynemű") részek összegei. Ebből nyerhető — polár- 


koordináták bevezetése, illetve képzése és trigonometrikus átalakítások útján — az 
összeg exponenciális alakja : 


risin 91 - resin pa 
T; COS 9y 4 T2 COS Pa 


(1b) 


iarct 
Z4 - Zo — ry elvi -- re elv2 — Vn -- Tr Tt 2ry ro cos (pi — Pp?) e 


Mindkét eredmény láthatóan összhangban van a 8) I" 1/-beli definícióval. 
Eredményeinknek megfelelően a zy és z2 vektor z4 -- z2 összegvektorát úgy nyer- 

jük, hogy — a z, párhuzamos eltolása útján kezdőpontját ráillesztve a z, végpontjára — 

az utóbbi kezdőpontjából vektort húzunk az előbbi végpontjához. A z) -- Z9, 21 és 
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— s —s —3- — — ze 
z, vektorok az OP, PP, paralelogramma OP átló-:, OP, —P,P és OP, — PP 
oldalvektorainak is tekinthetők (3a. ábra). 
Ellentett, illetve konjugált komplex számok összege O, illetve a valós rész kétszerese, 
azaz 


z 3 (—2) — (x 3- iy) 1 (—x— igy) —0, (2a) 
illetve 
237 —(x3-iy 3 (x—iy)—2x—2 Rez. 


(2b) 
Kettőnél több összeadandó esetén az összeg tel- 
jes indukcióva!l 


2) ZF ey zas 
áá E NEZESE satl áásali ELET ÁLL ÜK 


Az összeadandók (vektorok) sorrendje és csoportosí- 
tása közömbös, a 8) I" 27-nek megfelelően. Az összeg- 
vektor — az előbb említett szerkesztés ismételt 
alkalmazásának eredményeként — a (folytonos nyíl- 
folyamú) vektorpoligon kezdőpontjából végpont- 
jához vont vektor (3b. ábra). 

2", Az előbbiekhez hasonló meggondolással és 
a B) III" 17-vel összhangban két komplex szám k ü- 
lönbsége algebrai alakban 


24 — 2, — (xi 4 iy1) — (2 1 iy2) — 
— (xi — xo) 4 i(y1— 92 (4a) 


vagyis részei a kisebbítendő és kivonandó megfelelő részeinek különbségei; exponen- 
ciális alakban pedig 


3. abra 


ri sin 91 — re sin va 
Ti COS 9 — T2 COS 02 
(4b) 
Mint már említettük, nyilvánvaló, hogy a z, — za különbség — a z, kivonandó —Zs 
ellentettjének felhasználásával — a z) -- (— 2.) összegként is előállítható: 


21 4 (—Z9) — (xi 4 iy1) 7 (—xg — iy9) — (xi — XxX2) 4 i (yi — 99). (5a) 


Ezeknek megfelelően a z, és 2, vektor z) — z, 
különbségvektora a z, végpontjából a z, végpontjához 
vont vektor. Ugyanez — párhuzamosan eitolt helyzet- 
ben — a z, és —z, összegvektoraként is megszer- 


keszthető. A z, — z,, zZy és za vektorok az OP, PP, 
sza gilt — s —- 
paralelogramma BP, P, átló-, 9P?, —P,P és OP, — : 


zel sos sás s szzszésászázszest ATÓTS 
21—29—rieim — ro eiv2 — [72 7 r3 — 2r, ro cos (pp — po) e 


— 3 
— P), P oldalvektoraiként is szeimlélhetők (4. ábra). 


Konjugált komplex számok különbsége a kiseb- 
bítendő képzetes tagjának kétszerese, 
gr 
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azaz je 

2—7 —(x4iy—(x—iyy— 2iy — 2ilmz. (5b) 

3". Tükrözzük a valós tengelyen az összeg-, illetve különbségvektor előbbi szer- 

kesztését ! Ekkor észlelhető, hogy 

214 29—2r-t Ze illetve 24 — 29 — 21 — Ze, (6) 
vagyis az összeadás és a kivonás a konjugálással sorrendben felcserélhető. Ez formálisan 
is" könnyen belátható; pl. 

21-22 — (xx) — i(y1 492) — (11 — 9) H (x2— io) — 214 Ze s 


Állapítsuk meg végül, hogy a komplex számok összeadásának és kivonásának meg- 
felelő vektorgeometriai műveletek ugyanazok, mint a kétdimenziós közönséges vektor- 
menngyiségeknél, 


III. Szorzás, osztás. 1!" Két komplex szám szorzata algebrai, 
illetve trigonometrikus alakban — két valós többtagú algebrai, illetve trigonometrikus 
"kifejezés szorzatának mintájára, i? — —1 figyelembevételével — 

21 29 — (Xi bigi) (x2 4 iy2) — xi Xx24-ixiye d iyi xe Fi yiya — 


— (xi X2 — y1 2) Tt (xy 1 x2 9), (7a) 
illetve 


Z) 29 — r) (cos py -- i sin py) : Te (cos pe -- isin po) — 
— ry ro [cos py cos p, -- i cos py sin pa -- i sin py cos po, -- 7? sin py sin po ] — 
— ri re [(cos pi cos pe — sin op sin po) -- i (sin py cos pe -4- cos p, sin p,) ] — 
— ri ra [cos (pi -- 92) - i sin (pi -- p2)], (7b) 


végül exponenciális alakban — két valós egytagú exponenciális kifejezés szorzatának 
mintájára — 
2.2. 7-r eiga : Ta eiv2 — TiTs ei(p1-e2) , (70) 
Eredményeink nyilvánvalóan összhangban vannak egymással és a 8) I" 17-beli defi- 
nícióval. 
Eredményeinknek megfelelően a Z1 és Z2 vektor z, z2 szorzatvektorának hossza 
r — rra, hajlásszöge pedig p — py 3- pe. A p — pi -- pe hajlásszögű sugáron az 
r—ryr, hosszúságotaz 0 E P, A-höz hasonló OP,P N megszetkesztésével jelöl- 
hetjük ki; ui. a hasonlóság következtében (5a. ábra). 
1l:T Sr, :tT, azaz Terra 
Konjugált komplex számok szorzata abszolút értékük négyzete, tehát valós, 
azaz 
zz—-(x4iy)t—iy)y— é— yi y?—-n—-]z 


Kettőnél több tényező esetén a szorzat — teljes indukcióval — 


Be (8) 


Z1Zo.. ZET Tas ere TVT TVn), (9) 
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A tényezők sorrendje, csoportosítása közömbös, továbbá a szorzás szétosztható a 
többtagú tényező tagjaira — a 8) I" 27-nek megfelelően. A szorzatvektort az előbbi 
szerkesztés ismételt alkalmazása eredményezi; ennek során lényegében olyan O S, S, 41 
/A-eket illesztünk egymás mellé, amelyekben (5b. ábra) 


OSz41:O0S;— rja és SOS; A — Piya 
2". Két komplex szám hányados a exponenciális alakban — két valós egytagú 
exponenciális kifejezés hányadosának mintájára — közvetlenül 


Z Ti eigi Ti ,; 
— — — — a —eil9i—9) (2. 5£0 10a 
Zo Te e!92 Ta (za ), v22 


5. ábra 


tehát a hányados abszolút értéke az osztandóénak és az osztóénak hányadosa, arkusza 
pedig az osztandóénak és az osztóénak különbsége. Trigonometrikus, illetve algebrai 
alakban a formális törtnek a nevező könjugáltjával való bővítése útján jutunk hasonló 
alakra: 

z, 21 Za — ri(cospi-kisingp)  r2(cos pe — isin po) 


Zo — 29 Z9 — ro(cosp, 1-sin po)  ro(cos pe — isin po) 


- Ta I(cos pi cos pe -- sin p1 sin po) -k i (sin pz cos pa — cos pi sin p9)] 


Ta cos? po -- sin? po 
f 6. is 
— 7 [cos (ps — 92) -b i sin (ps — p2)], (z2£ 0, (10b) 
2 
illetve Í 
2 Xi Tiyi X2—iye — Ca x2-t 9192) TF i (X2 91 — Xx199) aza 
Z, Xodtiye X2—iya 13 4-3 
X1X2 Fr YiVa , ; X2y1— X12 
ESZE ete BÁ e egek Tk én 0 10c 
ahol i? — —1 kiegészítéssel a trigonometrikus és algebrai törtek mintájára számol- 


tunk. Eredményeink nyilván összhangban vannak egymással és a 8) III" 2"7-ben mon- 
dottakkal, 
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Eredményeinknek megfelelően a z, és za vektor z1/z. hányadosvektorának hossza 
r — r1/ra, hajlásszöge pedig p —-pzy — pe. A p — pi — p, hajlásszögű sugáron az 


r — ri/ra hosszúságot 


l:ro —r:rj, azaz r — 


3". Ha speciálisan z, — 1, de 2z2-£0 tetszőle- 
ges, akkor hányadosuk, vagyis 


Ti 


a z, reciproka 


az. OEP, A-höz hasonló 
OPP, A megszerkesztésével jelöljük ki; a hasonló- 
ság következtében (6. ábra) 


. 


2 


1 1 Á 1 sség X2 —iya 

FELESÉG . Segéd — ts — ——— —  — , 

z ml ú 7 (cos pa in p9) FE 

11) 
A z1/zs hányados nyilván za) : 1/za szorzatként is fel- 6. ábra 
fogható. 
Eredményünk értelmében az 1/z, reciprokvektor hossza r — 1/ro, hajlásszöge 

pedig p — —po. Az r — 1/r, hosszúság megszerkesztését — a 2"-ben leírt eljárás 
helyett — célszerűbb az egységkörön való tükrözéssel vagy más néven inverzióval 


—— 
eszközölni. Ha r, Z 1, akkor az egységkör és az O P, — z, vektorra P, végpontjában 
emelt merőleges (egyik) R metszéspontjában az egységkörhöz érintőt húzunk, amely 


- 
az O P, vektor meghosszabbításán kimetsz egy O pontot. Az OP.R N ésaz OROAN 


hasonlósága következtében (7. ábra) 
OR:OP, — 00:OR, azaz I : r, — 


sz r:1; végül Fszlpos 
— s 
Az így nyert O 0 konjugáltja (azaz tükörképe a 
valós tengelyre vonatkozólag) a keresett recip- 
rokvektor. Ha r, 5 I, akkor a leírt szerkesz- 
tést fordított sorrendben végezzük. Ha pedig 
ra — 1, akkor a P,, R és O pontok (az egység- 
körön) összeesnek. 
E szerkesztésnek fontos geometriai és mű- 
szaki alkalmazásaival is megismerkedünk a ké- 
sőbbiekben. 


4". Tükrözzük a valós tengelyen a szor- 
zat-, a hányados- (és a reciprok-) vektor előbbi 
szerkesztését. Könnyen észlelhető, hogy - 


Eb (12) 
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vagyis a szorzás, az osztás (és így a reciprokképzés is) a konjugálással sorrendben fel- 
cserélhető. Ez formálisan is könnyen belátható; pl. 


Z129—ryroee-ietv) — rre-iv .rse-is CZ 29. 


Konjugált komplex számok hányadosa egységnyi abszolút értékű és a számlálóéhoz 
képest kétszeres arkuszú komplex szám, vagy másként a számláló négyzete törve az 
abszolút érték négyzetével, mert 


-B 2 iv)? ig 2 
e rez szt dl eg den sa za 
xzip Try Tee Iz ]8 


z 
Z 


Állapítsuk meg végül, hogy a szorzás és az osztás, valamint a megfelelő vektor- 
geometriai műveletek tekintetében alapvető különbség van a komplex számok és a 
kétdimenziós közönséges vektormennyiségek között. 


IV". Hatványozás. Gyökvonás. 1". A z-£0 komplex szám n (pozitív 


egész) kitevőjű hatványa — mint a Z-t n-szer tényezőül vevő szorzás eredménye — 
exponenciális alakban 


znszzizz...25rro..reletot""" 49) — pnelng, (14a 
E formula érvénye zérus és negatív egész kitevőre is kiterjeszthető 20 — 1 és 
z-n — 1]/27" megállapodással, hacsak z -£ 0; ui. 


2-7 C —  — p-n e—ine, (14b) 


A fentebbiek láthatóan összhangban vannak a valós egytagú exponenciális kifejezések 
hatványozásával. 


Formulánk az EuLER-relációval átírható trigonometrikus alakra, így nyerve a 


zn — [r(cosp--isinp) FF —r"(cosnp-i-isinng) (14c) 
alakú. ún. MoIivRE-képletet. 
Algebrai alakban (ez ritkábban használatos) a binomiális tételt alkalmazzuk, 


mégpedig i? — —1 figyelembevételével a valós binomok mintájára; 
z élobi h) ss 
zn —(x--iy) — 2 kj iyyeet, (14d) 
ahol 
,  (n). nn—1..:1—kFD n! 
n—1 23... és [/ IE km De. teát 


A fentebbieknek megfelelően a z" hatványvektor szerkesztése a Z) Z7 . . . 2, Szor- 
zatvéktoréhoz hasonló; annyiban egyszerűbb, hogy az egymás mellé illesztett 
OS; 5.11 25-ek mindegyikében O S74, : OS; — rés Sj.10S,3— p, ha n pozitív 
egész (8. ábra); viszont O S;44 : 05, — 1/r, és Sj41 OS, X— —p, ha n negatív 
egész. 
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Megjegyzendő, hogy a MoIvRE-képlet és a binomiális képlet alkalmazásával 


a cosng, sinngp és a cos" p, sin p (n pozitív egész) előállítható trigonometrikus 
polinom alakjában." 


2". A z 2 0 komplex szám n ( józttts egész) kitevőjűgyökein azon WD), — Wp 
komplex számokat értjük, amelyek n-edik hatványa éppen z, vagyis — az 1"-ben mon- 
dottak szerint — 
wz e (Ox ein — fej eint, — peiv CZ, 


Ebből következik — az egyenlőség a) II" 2"7-beli fo- 
galma értelmében — hogy 


3 oz-r, nY,—pi 2km, 
vagyis 


n 2? ő 
e hazi Vr, hag VE ál , 


ahol k — 0, 3-1, 3-2, . . . A végtelen sok Y, érték kö- 
zül csak n olyan van, amely w, főértékben különbözik 
egymástól, pl. a k —0,1,2,...,n — 1 indexűek, vi- 
szont pl.a 


p — 2 (k -- n) 
ab Finn 7 ESZÉT 
8. ábra azaz 
Pk3-n — Wk" 
Látható, hogy a komplex szám arkuszának végtelen sokértékűsége, mely az eddig 


tárgyalt műveleteknél lényegtelen volt, itt döntő szerepet játszik, amennyiben a gyök- 
vonás többértékűségét eredményezi. 


A z komplex számnak tehát n különböző n-edik gyöke van, mégpedig 


7 2m, 


aza AR TRE en Pss SES — Vr]cosi? E vmi jr isin[2 


E s fő e] (15a) 


ahol k — 0, I, 2, . . ., n — 1. Gyökvonás esetén tehát a gyök alatti exponenciális alakú 

komplex szám n egymást követő arkuszértékével veendő figyelembe; egyébként a 

gyökvonást ugyanúgy végezzük, mint a valós egytagú exponenciális kifejezéseknél. 
A (15a) más alakban 


sat . Pp 27 , 22 k 
n 


i ik i s 
wz-Vre"r-e 7 —woje 


n .r9 2sz an" 
11—-73(k—1)— i— i— p8 
z [re Ún 1 LE ketseg n , (i5b) 
n 


úr szerint a gyökvektorok mind Vr hosszúak, és a wy, gyökvektor a legelső fg ból 


kéz, a szomszédos w,. ,-ből pedig szögelfordulással adódik. Más szóval az vs Z 


n 
gyökvektorok végpontjai az O középpontú, [/ sugarú körön helyezkednek el, és nyilván 
egy beírható szabályos n-szög csúcspontjait képezik (9. ábra). 


§ L. a 24, és 25. példában! 
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Ha, speciálisan, z — 4-1 — ei0, akkor az n-edik egységgyökök 


n ag, 27 
izzik 2 ME 
(0 —m— em cosk E bisink ő (16a) 


alakúak, ahol k — 0, 1, 2, . . ., n — 1. Más alakban 


5 iz k 27 2xjr 
Wy — Cai [7 


COS 


. 


(16b) 


A z komplex szám Vzsgöti reit összeadva, 
a 


7 
m[1- he LG ] 


geometriai sort kapjuk, melynek összegen — 2 
esetén 
n—1 i 279)k eizz 1] 


szé ér öli ez 


22 szan 
le n] 4... n 


—e  " s0. 
1 


ELÉRVE 9. ábra 
(17) ; 
(Ezen eredményt maid felhasználjuk bizonyos periodikus jelenségek szuperpozíció- 
jánál.)" 
HE e 

Megjegyzendő, hogy a w — [// gyökvonás elvégzése egyenértékű a wn— 2 — 0 
binom egyenlet megoldásával. 

3". A z komplex szám min raciunális kitevőjű hatványait (ahol 
min tovább nem egyszerűsíthető tört, és n 5 0) a z komplex szám m-edik hatványának 
n-edik gyökeiként értelmezzük, azaz — fentebbi eredményeink felhasználásával — 


m 27 
tek 41kRÉ 
zn — Ver — Vtreroja — [res — rne m el (a ás (18) 
ahol k — mk" —0,1,2,...,n—1. Írható továbbá, hogy 
m ime iz k 
w,—rne n és ja Sögále n) . 
A racionális kitevőjű hatványozás tehát összefoglalja az egész és a zérus kitevőjű hat- 
ványozást és a pozitív kitevőjű gyökvonást. 


Eütá 


A hatványozás és a gyökvonás a koniugálácsai sorrexdben felcserélhető; ui. 


ee b et ehet poz za sz je 
íz .- Vé e7iDm s V rme-im — eme e (2m) (19) 


ahol most k — —/ — 8, —i, —2,. .., —(n — 1). 


t A (17)-tel kapcsolatban i. még a 31. példát. 
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Példák 
TE 


1. Számítsuk ki az alábbi komplex számok összegét és különbségét: 


A) 2.—2—3i, 2,— —4- Ti; B) z, — Bem, 2,— 5e 6. 
Megoldás. A) Az (1a) formula szerint a 
213 29—(2— 4) 4 i(—3 1-7) — —2 3 4i, 
a (4a) formula szerint pedig 
2, — Zs — (2 1-4) 1-i(—3— 7) — 6 — 107. 


B) Az (1b) formula értelmében 
3 sin 909 4-5 sin 300 


203 ze —)V371572-3-5 cos 607 e 28 305905 5 cos 300 


§ 11 
ege é5sr5— 1 EzeVi 14 ee 29 


(4b) értelmében pedig 
3 s5in909— 5 sin 302 


2—2-[d7F6-2 3-5 csőbe" CIB 5 05B05—5 005308 
V8 7 1 
ző iaretg lg Tz V3 Éz na 158 cz 
esz Ja Va Ti V228 CISNGONÉ 


2. Számítsuk ki a z — 2 — 3i komplex szám és konjugáltja A) összegét, B) kü önb- 
ségét. : 

Megoldás. A) z3-z — (2 — 3i) 1-(21-3i) — 4 — 2 Re z, összhangban a (2)-vel, 
B) z — z — (2 — 3i) — (2 -- 3i) — —6i — 2iIm z, megegyezésben az (5)-tel, 
3. Állapítsuk meg a 


mi 


22—2--Ti,  29—38e-it,  29——473-10i,  2,—8e ? 
komplex számok összegét.. 
Megoldás. Először a Z.-t és a 24-et átírjuk a z, — —3, z, — —8i algebrai alakra, 
majd az összeget — a (3) formula szerint — a 
214291 2542 —(2—3—43 0) 4i(47-340T10—8) — —5 33-97 
módon nyerjük. 
4. Adva van z, — 2 — 5i, z, — —3 3- 7i. Vizsgálandó 
A) z1 3- z, és 24 1- Zo; B) 21— 22 és 21 — zo. 
Megoldás. A) z, -- z, — (2 — 3) -i(—53 7) — —17 2i, 
21 Fk 2, — —1— 2i; 2, 3-2, — (2 — 3) H.i(45— 7) — —1— 2; 
tehát a 21 4 z, — 2, 3- 2, összhangban a (6)-tal. 
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. Byzr—z 019) 4i(65—T)s5 192 —z 5 xIÓiZ eze 


— (2 -- 3) 3- i (3-5 3-7) — 5 3- IZi; tehát 22—z.—2z— zo, a (6)-nak meg- 
felelően. 


5. Adva van Z, — 3 — Ti, 2, — —1 3 4i, 2; — 2 3- 5i. Ábrázolandó 


A) —zi, 21.21 Tt 21.21— Z1; B) 21-22 21— Ze, 21— Ze; C) (z1-k 29) 1- 
-- Z3, 21 1 (Zo 1 23), Z1 tk Zo — Zz. 


Megoldás. Az ábrázolást a IP 1" és 2" szerint végezzük. 


6. Állapítsuk meg az alábbi komplex többtagok abszolút értékét és arkuszát: 
A) z — 1 3 2a8is, (a valós); — B) z — a — 2b i 3- 5e-if, (a, b, B valós). 
Megoldás. A) z — (1 3-2 cos 3a) 3- 12 sin 839, 

iz] — va -- 2 cos 39)? — (2 sin 30)? — vi 7 4 cos 34 3- 4 — fetási 30, 

áróz c atét eler katt 
817 3cos3a 
B) z — (a -- 5 cos b) 4 (—2b — 5 sin 8), 
; — e —2b—5sin B 
— [/a? 7- 10 45? 7- 2 2 s 
. Az] Va? 7- a cos B -- 46? 3- 20b sin B -- 25, arcz—arctg ú-L Érosb 
HI 
7. Szorozzak össze az alábbi, hasonló alakú komplex számokat: 


A) z, — 2 — 3i, z, — —41- 5i; B) z, — 83 (cos 159 -- i 15"), 
2, — 5 (cos 27" — isin 277); C) zy — 5ei2, z, — 3e—i 85. 
Megoldás. A) A (7a) lépései szerint i 
" 212. — (2 — 3i) (—4 1- 5i) — —2-4-7-3- 4i 7 2: 5i — 3 - 5i? — 
—g 415) -- i(12 3- 10) — 3-7 3 22i., 
B) A (7b) lépései szerint 
z, 29 — 3 (cos 159 -- i sin 159) : 5 [cos (—279) -- i sin (—27") ] — 
3: 5 (cos 159 cos 2797 -- i sin 159 cos 277 — i cos 159 sin 277 — i? sin 159 sin 2777— 
15 [(cos 15? cos 27" -- sin 15" sin 279) -- i (sin 159 cos 277 — cos 157 sin 279) ] — 
— 15 [cos (—129) -- i sin (—129) ] — 15 (cos 127 — i sin 12"). 
C) A (7c) módjára 
2, 2, — 5e—i2 . 3e—1 385 — 15e—i55, 


Természetesen, a (7)-es formulák végső alakjai alapján közvetlenül az eredménye- 
ket is felírhattuk volna. 


II 


II 


8. Szorozzuk össze az alábbi, különböző alakú komplex számokat: 
A) z, — 3 — 4i, zs — 7 (cos 309 -- i sin 3097); B) z, — —2 73- 2i, 


, 2 . 577 
—i[ 8 ezet iz 
z.—6e 3; C) z,—4(cos35" —isin 159), z,—9e ?, 
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Megoldás. A tényezőket először hasonló alakra hozzuk (mégpedig — a célszerű- 
ségtől függően — az 1. vagy a 2. tényező alakjára), majd — a megfelelő (7)-es formula 
szerint — összeszorozzuk őket. 


SZERES 44 KE ESB lá s) Ú 7 
a) 22— 8— 495 iz — 15 réz] e ie DB as-3]. 


; öz a ,27 ; 7 

B) sees 8Tée ő "35 -19y2e 2. 
s 12 in 
C) z122—4e 55. 9e 6—36e B. 


9. Számítsuk ki a következő többtényezős szorzatokat: 
A) 2. —2 386 29—88 "2, 25-15 2; 
B) 2,—3e2i, 2,—3--i V3, 2z,——2i. 
Megoldás. A) A zo-t algebrai alakra hozzuk, majd — kétszer egymás után — a 
(7a)-t alkalmazzuk: 
2, 22 2 — (—2 -k 31) (—3i) (1 — 2i) — —3i[(—2 -- 6) 3-i(3-- 9) ]— 21 —I2i, 
B) Az z9-t és a zs-at exponenciális alakra hozzuk, majd a (9)-et alkalmazzuk: 
2.2925—381.2V3e2. 27-12 vV8 Fée 5) ; 
A tényezők sorrendje közömbös. 
10. Határozzuk meg az alábbi, hasonló alakú komplex számok z1/2, hányadosát: 
A) z,—2—3i, z, — 5 3- 4i; B) z, — 3 (cos 759 7- i sin 75"), 


44 


za s 4(c0s18" 3- ísin 13993 OC) 2, s71878 2. ss 6e Hő 

Megoldás. A (10c) lépései szerint 

4. $-B Bgdi. B. 5z8- d EÜ BBEADRN 17 288 
2 5.4. 5-4 578 szebb az átt 
B) A (10b) lépései szerint 


zi — 3(cos759" --isin 75") . (cos 189 — i sin 139)— 
z, — 4(cos 189 3-isin 1399. (cos 139 — isin 139). 


— 8 (cos 759 cos 189 3- sin 75" sin 13") 4 i (sin 759 cos 137 — cos 75" sin 13") Hz 
54 ve 139 2- sin2 137 


7g B tes 627" 3- i sin 629). 
C) A (10a) módjára 


Z 7e7-8i 7 alá kávét 0 A 


z "fd 6 
2 ser 7 
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Természetesen, a (10)-es formulák végső alakjai alapján közvetlenül az eredmé- 
nyeket is felírhattuk volna. 
11. Határozzuk meg az alábbi, különböző alakú komplex számok zi/z, hánya- 
dosát: : 


A) 2—2—38i, 25 5e 5; B) zi — 3 (cos 459" -- isin 459), z, — 3 — : [3; 


C) z, — 7 (cos 759 7- i sin 759), 2, — dea, 


Megoldás. A) Célszerűen, a 22-t átírjuk algebrai alakra, majd a (20c)-t alkalmaz- 
zuk: 


. V8—32 .133[872 
SEREZR SES ÁBEL TT SES 


B) Célszerűen, a 29-t átírjuk trigonometrikus alakra, majd a (10b) szerint osz- 
tunk: 
zi . 3 (cos 459 -k i sin 459) vV8 


2 


(cos 759 -- i sin 759) , 


Z2 — 2]/3(cos.307 — i sin 39") 


C) Célszerűen, a 29-t átírjuk trigonometrikus alakra, maid a (10a) alkalmazásával 
osztunk: 


EA s zsét sk EALER s 309 -- i sin 309), 


12. Határozzuk meg a következő komplex számok reciprokát: 
A) z — —4-71-3i; — B) z—4(cos12" 3-isin 129); OC) z — 8et, 


[HMegoldás. A (11) formulák szerint 


ta A EI3T MA 38 9B 25 
1 j EB 1 
Ea ezését 129 — i sin 12? 
B a 4 (cos 127 4 isin 129) — g (cos isin 129) 
1 1 1 
Ze szt gel, 
OZ BAL gs 


13. Adva van zy — 3e 7 ,Z- 5e E . Viízsgálandós: 
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szet esgti 7 SOSGNNT 114 ÉN 
A)zizsészízo; B) e) és -; €) (5) és — , 
Zg Z (zi Z 
: esszel sz 
Megoldás. A) zzz, —15e f, zzz,—15e §, 
sees zi cigit 
2.z—8e ?-5e §—165e. 6, tehát zy 2, — 2.29. 


En. .BI Z B. sét BO. SB B s 
B) 7——e 6, [D]——e 8, 5— —  —- ——e 6, tehát] — 2, 
Z. 5 Z. 5 Z; Mel EézlÉ: 5) 2 a 
5e § 
1 1.4 1 Tr sets 4 1 1 KRE se 1 1 
€) —s—e.-8,. [—] 82 —e - 2, sz ——e 2, tehát sok pesze] 
2; 18 z] 3 Z. 37 5) Za 2 
e 


Eredményeink összhangban vannak a (12)-vel. 
14. Határozzuk meg az alábbi komplex számok, valamint konjugáltjuk szorzatát 
és hányadosát: 
81 
A) 2z—27-3i; B) z—3e?. 
Megoldás. A (8) és a (13) értelmében 


A) zz— (21-31) (2— 31) — 2273 32—13—! zh, 


z 2-3i (2-8 5 ng, 12 22 
z 2-—3i 27343 13 " 13. [zR? 
3 3 is 
83 is i 3e ? ; ] 
Byz2z—3e 2-38e ?—9—]IzbB Z a E — ei — gllaroz, 
38. 
15. Adva van zy, — 3e 8, z, — 2e §. Ábrázolandó: 
Za ő zzz (zd fz eze ev1 
A) 21 22, 5. a. B) z) 22, 6, ú; C) 22 22, Ha rzd e. 


Megoldás. Az ábrázolást a III? 1", 2" és 3" szerint végezzük. 


16. Igazoljuk, hogy a valós együtthatójú algebrai egyenletek komplex gyökei 
konjugáltjaikkal együtt fordulnak elő. 

Megoldás. Tegyük fel, hogy az a — ay -- i az — a, eiz komplex gyök k multipli- 
citású, Megmutatjuk, hogy az a-nak, illetve az a-nak megfelelő (z — a), illetve (z — a) 
gyöktényező szorzata valós együtthatójú polinomra vezet. E szorzat 


(z — a) - (z — a) — [(z — a) (z — a) Jr — [2? — (a -- a) z -- aa] — P(2). 
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A (2) és a (8) értelmében a konjugált komplex számok összege és szorzata egyaránt 
valós, mégpedig 
ai3aj-2Rea —2a, aa—]a[p? — az 


Ezek felhasználásával polinomunk 
P(z) — [2? 3- 2a, 2 3 a V 


alakot ölt, amely tényleg valós együtthatójú, minthogy a k-adik hatvány együtthatói 
a valós 1, 2a,, és aS racionális kifejezései, 
17. Oldjuk (többféle módszerrel meg a következő lineáris egyenletrendszert: 
z, t22zo— 17-i, 
321 tiz, —2— 3i. 


Megoldás. A) A valósból jól ismert CRAMER-szabály?t szerint az egyenletrend- 
szer gyökei 


5; 
cságtir 


alakúak, ahol az A, B,, éz B, egy-egy determináast jelent, mégpedig 
1--i 2 
263 


da 2 
4 —] 
3 ii i 


— —6-ki; B, — —5 Ti; 


l 17-i: 
B, — ] —-1 — 6zi, 


3 2—3ij 
Ezek felhasználásával az egyerletrendszer megoldása: 
—5 3 7i —i 6i 


2-7-7§6gxj7—-1—i 2—7§zy7—i 


B) Cldjuk meg most az adott egyenletrenászert az egyenlő együtthatók módszeré- 
vel is. Pl. az első egyenletet —3-mal szorozva, maid a két egyenletet összeadva, a 
(—6 -- i) z, — —1 — Si 


egyenletet nyerjük, melynek gyökei nyilván zo —i. Ezt behelyettesítve pl. az első 
egyenletbe, a 
z, 4 2i— 17-i 
egyenletet kapjuk, melynek megoldása z, — 1 —i. 
18. Végezzük el az alábbi komplex kifejezésekben a kijelölt műveleteket: 


BEER tá igék 

hg az ETTE ég Byte ég sg ET 
Ke 2i ; "drog Jaz i 
ÁMEN TET PT e dÉBE TT SAKE ÉL 


$§ L, pl. sorozatunk A. IX. kötetében. 
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19. 


20. 
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(—5THtTB8—0 : az. (—D82-30) 


Megoldás. A) z — EME T — Z2i 8—ET 3) 7 
—2—g8i 2 29 
— 2i — — Él lése Sala. vének magát 
AENÜT EPE MKE 18. 7928 
B) 2— 0 —2-i; 
2i 2 1 
Suzi 3ö(irdji 1349 5" 
D) z — 5--10i , —1— 2i —1321—1—2i 2 
KÉNE 7 5 5 5 
IV" 


. Végezzük el az alábbi hatványozásokat: 


2ij4 
A) (1 7- 2i)4; B) [3 (cos 159 — i sin 159) JB; C) (es) 8 
Megoldás. A) A (14d) binomiális formula szerint 


8-4 204— 364 [[] (35.26 eler [3] 3 e0- 60 — 


—8144.27.-21—6.9.4— 4.3. 8i 3- 16 — —119 3- 1207, 


B) A (14c) formula szerint 
[3 (cos 157 — i sin 159) J? — 27 (cos 457 — i sin 459), 
C) A (14a) szerint 
(s; rev Ég; 
(225 ) — 16e5 


Végezzük el a legcélszerűbb alakban az alábbi hatványozásokats; 
, 7 ja 
1 


6 , 2 )5 
SERL ; BA4öds O be]; D)Í1- 9. éz 


, 7 )6 
Megoldás. A) k 2 9] - - (We) — 27eiz — —27; 


B) (1 xs — [VE ej — 4eiz — —4; 


z)5 


c) [e ; 2) — (2i)5 — 321; 


D) íz ai ira e (1 — i)! — TA veje 3 bes 4e-iz — —4, 
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21. Végezzük el az alábbi negatív kitevőjű hatványozásokat; 


I 2£jy4 
A) (1 — i)73; B) [(cos 207 -- i sin 207) J73;  C) [2e" f) § 
Megoldás. A) A 27"? — 1/zn megállapodásnak megfelelően 


EBEÉ K ALA ZÉTA 1 fela és tö en őlrát 
E EE ET B CB, (DSL tása 


B) A (14c) formula szerint 
1 ; 
. 3 (cos 209 —- i sin 209) j-? — 57 (cos 607 — isin 60"). 


C) A (14b) szerint 


2 .1—4 8 
[ozodále záthezgt 
12e j 16 e 3 

22. Szerkesszük meg az alábbi komplex számok feltüntetett hatványait; 


! 


, jan 
A) 20) , n1n7-2,3,4,5, 6; 


( , 7 in 
B) [275] , n— —L, —2, —3, —4. 


Megoldás. A szerkesztést a IV" 1/-ben leírt módon végezzük. 


ik Igazoljuk, hogy az alábbi komplex számok kielégítik a mellékeit egyenle- 
teket; 


A) 21.—1-bi, 22— 22 3-2 — 0; 


i E éáz ak té 
B) 2,— V2e MT sal (k—0,1,2,3), 213 4— 0. 
Megoldás. Behelyettesítünk, majd összehasonlítjuk a bal és a jobb oldalt. 
A) (13-i)? —2(1--i) 42— 342—2 E 2i3 2—0, tehát 21, 2, valóban 
gyökei az egyenletnek. 


LA d a 
B) (ze Ge] 1 4— delta 1: 4—-4-4400, 


tehát 29, . . ., z2 valóban gyökei az egyenletnek. 


24. Vezessük le (pozitív egész n-re) a 


cos A p — cos? p — P 


cosn—? p sin? p -- E] cos"—1psinp— hb... 


; ni 
sin np — u 


;. 


sin p cosn-1 p — [5] cos 1—83 psin p -k — s ss 


trigoriometrikus polinomokat, 
4 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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Megoldás. A (14c) alatti MoivRE képlet és a (14d) alatti binomiális tétel ér .ci- 
mében 
cosnp -- isinnp — (cos p -- isin p)? — cost p -k 


cosn—2 p.sin? p—i É ] cosn—8 p sin? p -- 


-ki hi] cosn-1 p sin p — Ís 
( 


cost—? psin p -k 


n 3 n 
-k [esse e sit 11. — [dose — h 


-k p cosr—4 p sint p - . . ] -k i[ cosn—! p sin p — [3] cosn—8 p sin? p tes] 


A két oldal valós, illetve képzetes részét egyenlővé téve, éppen az igazolandó azonos- 
ságokat nyerjük. 
Megjegyzendő, hogy — a cos? p -- sin? p — 1 azonosság felhasználásával — elő- 
állítható a cosnp és a sin n p/sin p tiszta koszinusz-polinom alakjában. 
Írjuk fel a szóban forgó trigonometrikus polinomokat az n — 4 esetre; 
cos 4p — cost p — 6 cos? p sin? p -- sin! p, 
sin 4p — 4sin p cos? p — 4 sin? p cos o. 
25. Vezessük le a cos? p és a sin? p FOURIER-polinomját (az n pozitív egész). 
Megoldás. A) Az EuLER-reláció és a binomiális tétel értelmében, páratlan n-re 
szorítkozva, 
cosn p — 1 (ei? -k e—ipjn — 1 eing -- ik 
2n 2n 1 


ége Alt le) elne 4... 


n e n Te 1 1 KAZÉRS 
E] aes sa) et Ap etnéső d rele Fartij a 


in — 


ÉS ha [ei 1—2)e 3- e—i(n—2e ] F [erin—De 4 e—i(n—9e ] A , . ; és 


ny 
— gza[eosnp [los — 90 elesn—9e- séeszéte zza e] 


ú 


itt felhasználtuk (a PascaL-háromszögben is észlelhető) 


7 


körülményt. 
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Hasonlóan éles ismét páratlan n-re szorítkozva, hogy 


sinn p — — gy; ja (ei 3- e—iv) — ap] [eine — e—ine ] — h) [ei 1—29 3. 
n 
—TÍ ni 


-ke-i(n— —2)e] 3- [d 2 [lete 4)g e—i (n— 2e] — , . , 4 (— ny A 


[eig — e-i9] j — 
n—-1 


(—1) 2 Töj. : 44 át 
EÜTEOTT ES —-[dors— (san de [san 9p- 


n 
n—1 
áméei (5 TRÁSÉENI Bi Hl 
3-...tH(—1) 2 - sine]. 
Írjuk fel a szóban forgó FouURIER-polinomokat az n — 5 esetre: 


cos p — sz (cos 50 -t- 5 cos 30 -- 10 cos 0), 


sin5 p — zi (sin 5p — 5 sin 3p -- 10 sin 9). 


B) Páros n-re — a fentebbiekhez hasonló módon — a közp formulákat 
lehet levezetni: 


1 ; B 
cos — gazos 2 - kh) cos (n — 2) p -- be) cos(n— pb ete 2) ] 


sz) 
sin p szt 5. [dos2 e-[/] cos (n — 2) p -- 


(— n8 


—zelwelb 


1 
costp—g [cos 3p -- 4 cos p 3], 


-- [d cos (1— 4) p 4 ...-k 


Írjuk fel e formulákat az n — £ 4 esetret 


sint p — 2. [cos 8p — 4cosp-- 3]. 


26. —— Végezzük el az alábbi gyökvonásokat: 


g 3 4 3 Ég: SRL EGÉR HL 
A) VS3; B)V-8; OVöt; D)V-TTi; Ep [17 VB. 


4 
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Megoldás. A gyök alatti komplex számokat átírjuk exponenciális (vagy trigono- 
metrikus) alakra, majd a (15a) vagy a (155) formulát alkalmazzuk, 
3 3 27 
A) w— V-38 —p8eier2rm — 2 ei (8 E K 
. 9 
ahól k—0,1,2; w,— 2e" 3 — 2 (cos 607 -- i sin 609) — 1 -- i [3, 


a 59 . se 
wi — 2elz — —2; w,— 2e 3 — 2e 3— 2 (cos 607 — i sin 609) — 1 — i [3. 


4 4 it nk K 4 sé .r an 
B) w, — V—2 — pdererrarm — p2e (it 2) — pz. err. (e) — 


3 


3 
2 (17-i) "ik, ahbolk— 0,1, 2,3; — wy,— [2 (1 -- ö); 


3 
— VZ (1 4-0) iz VB 17-i), wa, — VEG 4): i2? — [2(—1 — ?); 
.— 20400 V0 


C) w, — TV; — Vé (GZ 2ka) 2 8 (65) 
jére ése zs szkoat ate 37 
ahol k — 0, 1, 2; w vél 6 — V5 (cos 30 -k i sin 3097) — 5 5-3]. 


3 béke én 3 VB ú 
w, — P5e § — [5 (cos 15097 -4- i sin 1509) — [5 — 55]; 
SZEBB h sei 8. a 
w, — V5e 2——ij5. 
3 ok) 6 (7 27 
D) w, — KDE SZÁL EE S lbézesé, sz Vágaki tr eS 


ü 
— [2 [cos (45? 3- k 1207) -k i sin (459 3- k 1209) ], ahol k — 0, I, 2; 
s záató 6 
— [2 (cos 45" 4- isin 459); — wz — [2 (cos 165" -- i sin 165"); 
6 
w, — [2 (cos 285" -- i sin 2859). 
s töbket öndst iget Let 
2 /10 4 é 7 7 
E) Wj, — Vi -- i 8 baj Vegre) kez V3e(Gtr5) sa 


4 2 . a k 4 
— [e 8. (e) — [2 (cos 159 -- i sin 15") - ik, ahol k — O, I; 2, 3. 
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27. Számítsuk ki a következő egységgyököket: 


3 . 4 6 
A) VI; BV; OV. 


Megoldás. A (16a) vagy a (165) formulát alkalmazzuk. 


3 ik 27 
A) w, — vi - e 3 — cos k 1207 -- i sin k 1209, ahol k — 0, I, 2; 


g ém 1 .V3 

wg — cos 09 3- i sin 07 — I, 9, — cos 1209 4. i sin 120— — 2 4, 
É 1 . 3 
a elk tó rán énő s e 


k 


4 se . zt 
B) w-V e 2 e2) — i, ahol k — 0, 1, 2, 3; 


w, —i" : I, w, — i, w, —i? — —I, w — ii? — —i, 


6 Séd 
C) w. — VT— e" 3 — cos k 607 -k isin k 607, ahol k — 0, 1, 2, 3, 4, 5; 


VB 


3 kj BA TS a 
wg — cos 07 -k i sin 07 — 1, wy — cos 607 -- i sin 609 — —-k- i—-, 


; I RÁ KNI E . 
wa — cos 1209 3- i sin 1207 — — — 3- i — , ws — cos 1807 3- i sin 1807 — —I, 
2 2 § 


1 
sg i 


1 
w, — cos 2407 3- i sin 2407— — CA sét ws — cos 3007 7- i sin 3007 


28. Oldjuk meg az alábbi binom egyenleteket: 
A)w—i—0; B)wt3416—0; OC) 5w3?340—0; D)wo 6 sg8gi—o0 
n 


Megoldás. Az adott wn — z — 0 alakú binom egyenletek megoldása a w — Vz 
alakú gyökvonások elvégzését igényli. 
— MV i(zaoka)  TÖÉr iz 27 
A) w— rr-V 6 FE sz EE egegees Ea ti) —D; 
2 2 
ahol k — 0, 1; menő; Wwy — — Bab; 


4 a s 7 öt 77 ökadi mk 
B) w, — [— 16 — V16 ei 2 — 22 (712) atz. [é 3) — V2(1--i) - it, 
ahol k — 0, 1, 2,3; we — [2(1 3 ö), wi — V2(—1 71-i), 
w, — /2(—1— ii), ws— 2 (I — ii). 
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7 513 5 1(51x2) 
C) wk — [/-40/5 — [—8 — [8 ei (rt2tm) — 2 $3 3/ — 2 [cos (607 3- 
-4 k 1209) -- sin (60? He k1209)], ahol k — 0, I, 2. 


27 
D) wp — Ti — VT (Éz ka) z a (GTM is kés 601 k 1209) 4 
- i sin (307 3- k 12097)], ahol k — 0,]I, 2. 
29. Oldjuk algebrai alakban a w? — z — 0 másodfokú binom egyenletet, feltéve, 
hogy z -£ 0. 
Megoldás. A w — u Aze iv, z — x -4- iy jelöléseket alkalmazva, a w? — z komplex 
egyenlet egyenértékű az 


8?—-v.ex (1), 2uv—y (ID 


valós egyenletrendszerrel. Ezt kell megoldanunk. Az (I)-et és a (II)-t négyzetre emelve, 
majd összeadva, az 


(2 3- v?)? — 22 - y?, tehát u? -- v2 — [2 gy? 


egyenlet adódik. Az (I)-et ez utóbbihoz hozzáadva, illetve belőle kivonva, a 


eztetet tehát u — -k- het dés 


eredményt, illetve a 
2 2 Gá 
2v?. — Ve Hy — x, tehát v — tt jeg 


eredményt nyerjük. Ezek bármilyen előjel mellett kielégítik az (I-et, a (IID-t azonban 
csak akkor, ha y — 0 esetén megegyező, y — 0 esetén pedig ellenkező előjellel vesszük 
őket. A w? — z — 0 binom egyenlet megoldása tehát y -£ 0 esetében 


KONTET Very 
w — u d iv: -- HESEZES (sign) ezaz, 


Ha y — 0, akkor [22 -- y? — ]x], tehát w — u — -k Vx, ha x — 0, viszont 
w — iv — 3i[—x, hax — 0. 

Ha z — x 3- iy — 0, akkor nyilván w — 0. 
30. Vezessük le az a w? 1- bw 3- c — 0 általános másodfokú egyenlet megoldó 
képletét, feltéve, hogy a -£ 0, b és c tetszőleges komplex számok. Ezt követőleg mutas- 
sunk rá a gyökök és az együtthatók összefüggésére, 

Megoldás. A) Az egyenletet 5 val szorozva, majd baloldalt a teljes négyzetre 
való kiegészítés elvétés az A? — B? —(A 3- B) (A — B) azonosságot alkalmazva, a 


da? w2 -4 4abw -k dac — (40? w? 4 4abw -4 b?) -- (dac — b?) — (2aw -- b)2 — 
. — (b? — 4ac)? — (2aw 7- b pal Vb? — 4ac) - (2a w -- b — [92— 4 ac) — 0. 
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alakra jutunk. Ez utóbbi elsőfokú tényezőket külön-külön zérussal téve egyenlővé, a 
jól ismert j 
—b — Vb? — 4ac Bt Vb2 — 4ac 

2a PASS gy 2a 


Wwj — 


megoldó képleteket kapjuk. 
B) E gyököket bevezetve egyenletünk legutolsó alakjába, majd 4a-val osztva, az 


aw? 3- bw -3- c — alw — w,) (w — w,) — 0 


gyöktényezős alakra jutunk. Végül a-val osztva, és a jobboldali szorzást elvégezve, a 
e, 20 ző 
at ee ez Wir RAW Ti WizŐ 


azonosság, majd a megfelelő együtthatók egyeztetése útján a gyökök és az együtthatók 
ismert 


b c 


w Tr Ww —-— ——, jég áZasso ti 


összefüggése adódik. Ha tehát előírjuk a w, és a ws gyök értékét, továbbá az a-t 1-nek 
választjuk, akkor a megfelelő másodfokú egyenlet 


— (w) 4 w,) w -- w, w, — 0. 


31. Igazoljuk, hogy A) valós szám komplex vagy képzetes gyökei konjugáltjaikkal 
együtt fordulnak elő; B) pozitív valós szám páros kitevőjű gyökei közül kettős valós, 
és ezek csak előjelben különbözők, míg páratlan kitevőjű gyökei közül csak egy valós; 
C) negatív valós szám páros kitevőjű gyökei közül is csak egy valós, és ez negatív. 
n 2kz . 
Megoldás. A) A z — r e2iri alakban írható pozitív valós szám w,— Vre? 
gyökei, a (IV" 2" szerint tetszőleges) k sorozatot . . ., —2, —1, 0, 4-1, 4-2, . . . módon 
választva, a 


47 , n 2ég JÉ n 27. ne 22; 
éa KET TAERE n Vr, Vrez , ren ,... (1) 
n 
sorozatot alkotják. Ennek az Vr-re szimmetrikus elemei nyilván konjugáltak. 
n " 0Rr1) e; 
A z — r eöktbzi alakban írható negatív szám wjy, — Vre" "gyökei, az előbbi 
k sorozat mellett, a 


n 3z ; n sza 1 TE, BE 7; 
..Vre "? , Vre ? , Vret, Vesz JgetéÉ (II) 


sorozatot képezik./Ennek a [-ra szimmetrikus elemei see konjugáltak. 


B) Az (I) sorozatban páratlan Ág esetén Ésa a w- Vé gyök valós, míg páros n 


esetén a wg — [r mellett a wa — 1; eiz — — Vri is az. 
C) A 4) MEFOZRGBB páros n esetén nincs valós gyök; páratlan n esetén is csak 
a W- 1 — Vr eti sz — Tx gyök valós. 


2 
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n 
32. Igazoljuk, hogy egész v esetén a z komplex szám Vz gyökei v-edik hatványai- 
nak összege n vagy 0 aszerint, hogy v osztható-e n-nel vagy nem. 
Megoldás. Az igazolás a (17) formulá éhoz hasonló. A gyökök v-edik hatványait 


összeadva, a 
EST 22 n 
are 7. 4le Fk eztle n ) ] 


2zzv 
geometriai sort kapjuk, amelynek összege nyilván n, ha v/n egész F így e ri d 
ha viszont v/n nem egész, akkor a sor összege 0, lévén 


n-1 ; zek l — ei2m 
me égről r-t 
SI 1—e ? 


c) Síkvektor-geometriai feladatok 


a) A két módszer 


isz I. Általánosságban. Azon síkvektor-geometriai 
összehasonlítása 


feladatok, amelyeket kétdimenziós közönséges vektor- 
mennyiségekkel tárgyaltunk sorozatunk A. IX. kötetében, 
mind megoldhatók komplex számok segítségével is. Önként adódik a kérdés, hogy 
általában melyik tárgyalási mód előnyösebb. : 

Kétségtelenül, a komplex számoknak nem kis előnye, hogy velük — az i? — —1 
figyelembevételével — a valós számok módjára számolhatunk, tehát nem kell új 
műveleti szabályokkal dolgozni, mint a közönséges vektormennyiségeknél. Nagy 
hátránya viszont a komplex számoknak, hogy közvetlenül nem alkalmazhatók három- 
és többdimenziós feladatok megoldására, míg a közönséges vektormennyiségeknél 
ennek nincs semmi akadálya. s 


ID. Speciális esetekben határozottabban válaszolhatunk a kérdésre. 
Az (összeadással, kivonással kapcsolatos) vektorháromszög- és vektorpoligon-feladatokat 
a két módszer hasonlóan tárgyalja. A vektorok hajlásszögével kapcsolatos feladatokat 
a két módszer ugyan különbözően, de egyaránt könnyűszerrel oldja meg. A vektorok 
elforgatásával kapcsolatos tárgyalása komplex úton már vitathatatlanul előnyösebb, 
és még inkább a (hatványozással és gyökvonással kapcsolatos) izogonális vektorsorozat- 


feladatoké. A 

8) A síkvektor-geo- Ezek után lássuk a síkvektor-geometria alapfeladatainak 
metria alapfel- megoldását komplex úton! : 
adatai I. Vektor. Koordináták. 1.A z—x- 


-Hiy rei" komplex szám ábrázoló vektora a számsík 
P(x, 48 Pír, pjt Donat az O origóból vont helyzetvektora. 


. A z — oP vektor x és y derékszögű koordinátái a vektor előjeles tengely- 


kásás r, illetve p polárkoordinátái pedig a vektor hosszát, illetve hajlásszögét 
telentik: 


x—-Rez—OP,y—Imz— OP", r—]z]— OP, p—arcz—POP-a. (1) 
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Ezek jól ismert összefüggései: 
i — 1)/x2 2 éj y 
x—rcosp,y—rsinp; r— Vx tTy,p-arctg 


3. A 2—x3iy komplex szám —z — —x—iy ellentétjének, illetve z — 
— x — iy konjugáltjának vektora a z vektorából a kezdőponton, illetve a valós tenge- 
lyen való tükrözéssel adódik, 


—3z- -—— 3 
4". A P, és P, tést d távolsága gjyllvári a P, P, vektor hossza. E P, P, vektor egy- 
zza tte 
szersmind a 2, 0 PB, és. Zs OB, vektor különbségvektora, z, — z, — P, P,. 
A keresett távolság tehát 


—— 3 —— 
d.-P,P,—J]P,P,]—]2z— 25] (2a) 
vagy koordinátákkal 


d — xi — xo) 1 i(V1— 92] - VC 157 x2)? TF (91 — 922 (2b) 


II". Eltolás. Poligon. 1". Emlékezetes, hogy a z vektorok ún. szabad 
vektorok, amelyeknek önmagukkal való párhuzamos eltolása a síkban megengedett. 
E lehetőséggel élve, az összeadásnál minden összeadandó vektort (a z. kivonandót 
—z, összeadandónak tekintve) az előző részletösszeg-vektor (mint eltolási vektor) 
végpontjából rakunk fel. : 


2", Az összeadandó vektorok ily módon egy irányított, nyílt törött vonalat, vektor- 
poligont alkotnak, amelyet éppen az ellenkező irányítású összegvektor zár be. 


3". A nyílt vektorpoligonnak és záró oldalának hosszára vonatkozik a poligon- 
reláció : 


121 -FZzeto Ez les lzit] zal tet 1znis (8a) 
ez n — 2 (háromszög) esetén a háromszög-relációba megy át: 
iz TzjsSizitizel[; (b 


egyenlőség csak akkor állhat fenn, ha a Ö; — arc z;-k főértékben megegyeznek, azaz 
Pi — pa — ... — pa E relációk folyományai: 


j iz T2ato etés iElzi]— zel —ser— Zn] (4a) 
illetve j 


Iz tzisjij2]—!Zet (át) 


III". Nyújtás. Elforgatás. 1". A z — rei" komplex számot ag pozitív 
valós számmal szorozva, az ag z — a, r eiv vektora a z vektorából a,-szorosára való 
nyújtással (ag 5 1), illetve zsugorítással (a, C 1) nyerhető. 

2". A z — r eiv komplex számot eis-val szorozva, a z ei — rei(rta) vektora á 
z vektorából a (nagyságú és értelmű) szöggel való elforgatás útján állítható elő. Spe- 
ciálisan, a --i tényezőnek a ---r/2 elfordulási szög felel meg; továbbá a —z ellentett, 
illetve a z konjugált vektora a z vektorából x, illetve —2 arc — —2p elforgatással 
nyerhető. 


A z — r eir komplex számot az a — ay ei" komplex számmal szorozva, az a zZ — 


— apr ei(rta) vektora a z vektorából nyilván ap-szorosára való nyújtás- -zsugorítással 
és a, szöggel való elforgatással szerkeszthető meg. 
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37. Végül az a z -4- b vektorának előállítása céljából a z vektorán nyilván ! a ] — ag 
mértékű nyújtás-zsugorításból, arc a — a szögű elforgatásból és b vektorú eltolásból 
álló, ún. lineáris transzformációt kell végrehajtani. 

IV". Hajlásszög-feladatok. 17 A z; és z, vektor ö hajlásszögét — 
nagyság és értelem szerint — a 21/z2 hányados vagy a Z4 Z2 szorzat arkusza szolgáltatja, 
lévén 

ő — arc b safe zbgellésa — arc z, 2, — arcry ra eilv—92 — pp — pa (5) 
2 


2", A z, és 2, vektor párhuzamossága esetén e ő hajlásszög 0 vagy x, a 21/Za hánya- 
dos és a z, 29 szorzat tehát valós, következésképpen 
Zi . ; 
Im — — Im z, zZ, — 0. (6) 
Zg 


3". A z, és 2, vektor merőlegessége esetén a ő hajlásszög 3-r/2, a 21/Za hányados és 
a z, Z, szorzat tehát tiszta képzetes, következésképpen 


z ez 
Re-— Rez 7, — 0. 3 (7) 
22 
V". A hajlásszög függvényei. 1 Az, vektor zs; vektormenti elő- 
jeles vetülete az r,(z1/29) vagy a zz 22/ra valós részeként nyerhető, azaz 
ZíZa 


To 


p7- Re —- Re — ri cog ps — po), 


Z 
Te 
Zo 


az r;-szörösére nyújtott-zsugorított vetület pedig 


24 5. 
ag7 Re Iz] — Re (zi 29) — ri r, cos (pp — po). 
2 
Ez egyszersmind az ri ro skaláris szorzat eredményének komplex előállítása, amelyet 
később gyakran veszünk majd igénybe. 
2". A z, és zZ, vektor által felfeszített paralelogramma területe az r3 21/Z2 vagy a 
z, za képzetes részének abszolút értékeként számítható, azaz 


Tim 


szpih a ége 5 
43] MEG ( Im (z1 22) ! — ri ro ] sin (pi — po)! 
zá 


1 


Ez egyszersmind az ry X ro vektoriális szorzat abszolút értékének komplex előállítása, 
VI". Izogonális vektorsorozatok. 1". A z komplex szám n (pozitív 


egész) kitevőjű hatványának :vektorát megszerkesztendő, egymás után ábrázoljuk a 
2-1, z—reiv, z? — r? efiv, . . ,, zn — rneniv hatványvektorokat. Az így nyert 
vektorsorozat szomszédos vektorainak hosszviszonya r, : ry., — r, hajlásszöge pedig 
Pi 7 Pk-1— P: 


229 


n 
2". A z komplex szám n (pozitív egész) kitevőjű gyökeit ábrázolva, a w; — Vr e ; 


n X a. ; k 27 
Wwi 7 Víz a őzet éz ee lsz, Él 


At 
n 
, 


gyökvektorok olyan vektorsoro- 
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sört képeznek, amelynek vektorai egyenlő V7 kösszüzé és a szomszédosok hajlásszöge 
— Pr—i — 27/n. 
Példák : 
1. Írjuk fel az alábbiákban meghatározott pontok helyzetvektorát, illetve koordiná- 
táit: 
, A) A z, — a 3 ib pont z; — c 3- id pontra vonatkozó tükörképe. 


x 


B) A z, —2—3i pontnak a / z] — 1 egységkörre vonatkozó inverze, 
O Az —a7ib és a zz—c--id pontok távolságát m :n arányban osztó 
pont. 
Sára vazás 
Megoldás. A) A keresett pont O P, — z, helyzetvektora az O0:P, — z, vektornak 


—— 3 
és a Pp, P, — z, — zy vektor kétszeresének összegvektoraként adódik, tehát 
2, — 21 4 2 (zo, — 21) — 22. — z — 
—2(c4tid—(a4 ib —-—(2c—ai4i(2d— b. 
B) A keresett pont z; helyzetvektora — a 1II értelmében — a 24 reciproka 
konjugáltjának helyzetvektoraként nyerhető, azaz 


1 1 2 — 3i 2 .3 


-——i 


7 Bi VERA IB TB 


C) A keresett osztópont helyzetvektora — ismert formula felhasználásával — 


j -Mzetná magna ;myetnyi 
97 menet makn min 
2 Számítsuk ki. az előbbi példában szereplő pontpárok távolságát. 


Megoldás. Az I-ben megadott formula segítségével: 


A) PPD, —] ze g eTeTz át BE ES 


ják 1 
C BP. PB Z : 2) — Z. szé ! e —— 
) 170 0 1 h m 2 n 1 
m (z, — z. m 
szi ( 2 1) ] 2. 21 I; 
Il mdhn min ! 
3 Írjuk fel a z, és a z, vektor által meghatározott paralelogramma átlóvektorait. 


Megoldás. A z, és a zy átlóvektor nyilván a z4 és a zs összeg-, illetve különbség- 
vektoraként nyerhető, azaz 


2Z1—21d- Zs Zyj—-—27-—Ze 
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4. Írjuk fel a z., zo, zs és 24 vektorok folytonos nyílfolyamú összefűzése útján nyert 
. vektorpoligon csúcspontjainak helyzetvektorait. valamint a z, csúcspontjából húzható 
átlóvektorokat. 
Megoldás. A kérdezett helyzetvektorok nyilván a 


0, 2, 2- Ze 2-Tt2zodtzs 2 t429Tt2s-t za 
összegvektorok, a keresett átlóvektorok pedig a 
22-b Zs 294234 Zy 
összegvektorok, 


5. Hajtsuk végre a z, — 2 -- 3i vektoron: A) az origón való tükrözést; B)-a valós 
tengelyen való tükrözést; C) 3-szorosára való nyújtást; D) 1/4-ére való zsúgorítást. 
Megoldás. A III"-ban mondottak szerint 


A 2——2 ——2—3i; B) z — 7 — 2 —.3i; 
; I s 
C) z — 32,.— 6 3- Ni; DD2-12—-54őt 
6. Forgassuk el a 29 — —3 1 4i vektort rendre a, —a, 9, --/2, —/2, —arc 29, 


—2 arc za szöggel. 
Megoldás. A III"-ban tanultak értelmében 


2) — zo ei" — (— 3 4 4i) (cos.a. -- isin a) — 
— — (3 cos a 3- 4 sin ga) -- i (4 cos a — 8 sin a); 
Zz, — 24e-i" — (— 3 7 4i) (cos a — isin a) — 


— (3 cos a — 4sin d) -- i (4 cos a -- 3 sin 0); 


29— —2— 343—4i; 24—4d4-iz——4— 3i; 
£5— —i29—4--3i; — 29— zge-iaren— z, — 3244 — 5; 
Za Ég e-2iarcza — 29 a — 3 — 4i 
7. Hajtsuk végre a z, — 4 -- 3i vektoron az alábbi lineáris transzformációkat: 


A) 4-szeresére való nyújtás, --307-kal való elforgatás, 2 — i vektorú eltolás: 
B) ?/5-ére való zsugorítás, —60"-kal való elforgatás, — 1 -t- 3i vektorú eltolás. 
Megoldás. A III"-ban tanultak szerint 


a ő vV8 , . k 4 
A) 2—4e szt0—n zef ai] (4 7- 3i) -- (2 — i) — 


— 2 [(4/3— 3) - i (4 4 3[8)] -- (2 — i) — 
— (81/3— 6 73- 2) 3- i (8 -- 63 — 1) As 9.84 -- 17,38 i; 


1 — iz mekk k ital 63 ; 3 
B) 2—-e Pb (—14 30 — 5 [3— 25] 646304 (— 17-30. 


€) SÍKVEKTOR-GEOMETRIAI FELADATOK $) PÉLDÁK 61 


8. Milyen lineáris transzformáció van kijelölve az alábbiakban a zg vektorra: 
8 ta 2 E 
A) 2z—(3—4i)zy—i; B) 2z—zoz—Iz ll; O lési — e?iarczo, 
0 
A 2 a 4 .. 

Megoldás. A) a, — V32 3 4 — 5-szörösére való nyújtás, a. — — arc tg — a szöggel 
való- elforgatás, b — —i vektorú eltolás. 

B) a —1 zol. a.s arczo. b—— Izo[ 3 27 izP—tzl; 

C) a, — 1/Izol; 45 arczo. b: — etlerezos - 7— 0, 


9. Határozzuk meg az alábbi vektorpárok hajlásszögét: 


A)z,el-ki, 20—3—4i; — Bj2—3-ki VS, 2.—5eT 


Megoldás. A IV"-ben tanultak szerint 

A) ő — p) — po — arc 21/22 — arc z, Zs — arc [(1 -- i) (3 4 4i) ] — 
— arc (— 1-4 Ti) — m — arctg 7; 

3-4 ij[8 — arc? ő 1(sj-e 3. ő 


MÉ 
5e 


B) ő — gy — pa — arc 


10. Vizsgáljuk meg az alábbi vektorpárokat párhuzamosság, illetve merőlegesség 
szempontjából: 


A) 2,—1--i, 2, —2— 2i; B) z; — 3 — 4i, z, — 12 7 9i; 
577 : 
C) 2.—3-4iVS  22—7Te S;  D)2—2—3i, 2,—5-2i. 


Megoldás. A IV"-ben tanultak értelmében 


A) zzz. — (1 13-i) (2 4 2i) — (2 — 2) -- 3i — 37, tehát Re (z, 2.) — 0, 
lévén z, 129; 


B) z, z, — (3 — 4i) (12 — 9gi) — — 7öi, tehát Re (z, z2) — 0, 
lévén z) L Zo; 


C) azeri Dre 6184 i V3) [e Ta ig] - 


— jő [((— 348 — V3) 4i8—3]—— 143, tehát Im (z 2) — 0, 
lévén z, I! 29; I 

D) zi z, — (2 — 3i) (ő — 2i) — (10—6) — i (15 4 4) — 4— 197, tehát zy és Z, 
nem párhuzamos egymással, és nem merőleges egymásra. 


II. Határozzuk meg a zy — 2 -- 3i vektor A) zs — 1 — i irányú, B) z, — 3 4- 4i 
irányú előjeles vetületét, 
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Megoldás. A V"-ban tanultak értelmében 


: zZ; 2 7-3)(1--i) 2—3 v2 
ps R s vé. he3 Re TA Egis 4 
ADe poz Berg Ve v2 d9A 
— ozZ nm (21 30)(B—4i) 6-4I12 18 
BE BEEP TŐ ÉSI TÉZÉT TÁ 
12. Számítsuk ki a z, — 2 — 3i és a z, — —3 3- 5i vektorok által meghatározott 
A) paralelogramma, B) háromszög területét. : 


Megoldás. Az V"-ban tanultak szerint 


A) T,— Im(ziz9]—]Im [E — 31) (—3— 591—]1—9— 10] — 19; 
; 1 19 
B) T4—5T,—- 
13. 


Írjuk fel az — 1 — i és az n — 3 adatokkal meghatározott A) hatványvektor- 
sorozatot, B) gyökvektor-sorozatot. 


Megoldás. A VI"-ban tanultak értelmében 
st 1 
A) 20-11. 2z—-—17i— j2e 4, 2. —21—2e 7, 
2—-2—2—2j2e "; 


6 


6 Es ha siege : 6 . 197 
B) Va. -j2e 3 —V2(--i, V5. —V2e 8, V3,—V2e 8. 
Ábrázoljuk e két vektorsorozatot. 


-y) Egyszerűbb sík- Az alapfeladatok fentebbi komplex megoldására támasz- 
vektor-geomet- 


eki kodva, valamint az egyenes, a kör, a háromszög, a poli- 
riai feladatok " gon, a geometriai helyek stb. elemi tulajdonságait fel- 


használva, a síkvektor-geometriai feladatok egész 


seregét tudjuk megoldani komplex úton. Ezek rendszeres tárgyalása helyett a példákra 
utalunk. 


A példák a következő csoportosításban tanulmányozhatók: 
I. Egyenes- és körfeladatok, 


II. háromszög-, négyszög- és sokszög-feladatok. 
III". Görbék, síkrészek. 


Példák 


PF 


1. Írjuk fel az alábbi adatokkal öle ketztgt egyenesek egyenletét: 


A) z2—2—i ponton átmenő, v — e AZ irányú; 

B) z, — 2 7- 3i és zz — — 1 3- 4i pontokon átmenő; 

C) z, — 1 — 3i ponton átmenő, z, — 2 3- 5i vektorral ]/ , illetve rá L ; 
D) 2, — 7 — 4i ponton átmenő, z, — 4 — 3i vektorhoz -4-30" hajlásszögű. 


3. 


a z, ponton átmenő, v irányú, illetve n normálisú egyenes egyenlete. 


4. 
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Megoldás. A) 2-zhtv-(2—id4te 7—xiiy— 


FEJE -i ezé le 14]; 

B) 2—2 4 t(z—2z)— (21-31) 3-t(— 33-i; 
C) z.— 294 t— z,— (1 — 3i) 3-t (21 5); 
z  — zat tiz, —(1— 3i) -t(— 5 - 2); 


Üss ú Va. .T 3 
D)2-291§te 2-0 — 4) e[ őriz (4 — 3i). 


Írjuk fel az alábbi speciális egyenesek egyenletét: 
A) valós tengely; — B) képzetes tengely; 
C) z, — 2—3i ponton átmenő, a valós tengellyel [] ; 
D) z, — 4—5i ponton átmenő, a képzetes tengellyel [/ ; 
E) az origón átmenő, szögfelező. 


Megoldás. A) z — x 3-Oi, azaz Im z — 0; 


B) 2—0- igy, azaz Rez — 0; 
C).z — (2 — 3i) 3-t, azaz Im z — —3; 
D)2z—(4— 51) -- it, azaz — Rez — 4; 
E) 2z—(13- öt, azaz . Rez—Imz. 


Igazoljuk, hogy 
A) In(z—z)v—-—0, B) Re(z—z2)n—0 
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Megoldás. A B) IV" értelmében A) a z — z; és a v vektor párhuzamosságát 
B) pedig a z — z, és a v vektor merőlegességét juttatja kifejezésre. Ily módon A)-nak 
és B)-nek csakis az említett egyenesen fekvő z — z4 vektorok, azaz csakis az egyenes 
tetszőleges pontjait megjelölő z helyzetvektorok tesznek eleget. 


Állapítsuk meg két adott egyenes metszéspontját. 
Megoldás. Legyen adva a 


2-—-z tvt és 2—29T§Vvr 


egyenletű egyenes. Az egyik, pl. az első egyenletet célszerű átírni az 


Im (z —z) vi —0 


alakra, A másikat ebbe behelyettesítve, nyerjük, hogy 


Im (z. -- v, Ta — 21) vi — 0. 


Ebből a metszéspont paramétere 


Im (z, — 29) vi 
Ta —— — ——-———— —, 
b; Im v, vi 
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s végül a metszéspont helyzetvektora 
29— 291 V2To 
5. Állapítsuk. meg két adott párhuzamos egyenes távolságát. 
Megoldás. Legyen adva a 
: Re(z—z)n-0, és Re(z—z)n—0 
egyenletű két egyenes, A keresett távolság a két egyenest összekötő z, — 21 vektor 
normális vetületének puszta hossza, azaz 
d-!Re(z,—zp)n]. 
6. Állítsuk elő egy vektor eredeti x, y koordinátáinak és a -- a szöggel elforgatott 
koordináta-rendszerre vonatkozó xv, y" koordinátáinak összefüggését. 


Megoldás. A vektort az eredeti koordinátarendszerben zZ — x -- iv" komplex 
számmal, az újban z" — x" -- iy"-vel jelölve, ezek összefüggése — az említett elforga- 
tásnak megfelelően — 


z — z! eis, azaz x 4 iy — (x" 3- iy?) Üss isin a). 
A valós, illetve a képzetes részeket egyenlővé téve, az ismert 
x—-—x cosa—ysina, y—- x sina 3- y" cosa 
alakban nyerjük az eredeti és az új koordináták összefüggését. 


£. Írjuk fel az alábbi adatokkal meghatározott körök egyenletét különböző alakok- 
an : 

A) z, — 0 középpontú, o— 1 sugarú; B) z, — 1 középpontú, o — 1 sugarú; 
C) 2, — 14-i [3 középpontú, o — 2 ügtzetó D) tetszőleges z, középpontú és e 
sugarú. 

Megoldás. A) E kör egyenlete nyilván z — elf — cos p-4-isin p, ahol egyszer 
befutásnál pl. 0 — p Ca 2m. Írható továbbá, hogy iz! —1 vagy 27 — 1. 


B) E kör poláregyenlete r— 2 cos op, közöplee egyenlete tehát z — reir — 
— 2eircosp. Más alakban z — 1 3- e2ir [—/ ei? (eir 3- ei") — 2 cos p ei? ]. Végül 
írható, hogy Iz—11— 1. 


C) E kör poláregyeülete r — 4 cos (p — m/3), komplex egyenlete tehát z — - 4 eig, 
3 
cos (p — ar/3), lévén arctg Vz — r/3. Végül Íz—1— i vV8! kez, 
D) Ezen általános esetben z — z, -3- o eiv, ] z — z, ] — o, vagyis 
(z—Z)(z—2Z)—zz—z2z—z 2422 — 0 
8. Igazolandó, hogy a félköríven nyugvó kerületi szög derékszög (THALES tétele). 
Megoldás. Legyen a kör egyenlete z — rei". A diametrális z, — 1 és z, — —r 


pontokból a kör tetszőleges z pontjához vont vektor z — z., illetve Zz — 22. Ez utóbbiak 
valóban merőlegesek egymásra, lévén 


R - 7 — 
EZSyA EE Ré ri e; 


üt 9 
z— z reir or ep 1 e 2—e 
[/ 
2 


— Re (23) a, 
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9. Igazolandó, hogy a körben a középponti szög kétszerese az ugyánazon íven 
nyugvó kerületi szögnek. ű 
Megoldás. Legyen a kör futópontja z — reiv, két rögzített pontja zy — rei?i, 
ella. AA nk 
és z, — reir:, ahol pl. pa 5 91. Ekkor a z, z, íven nyugvó középponti szög 


a — arc (29 21) — arc [r? el 95 — 92] — p, — 0, 


a kerületi szög pedig 


ip tre SB AS út) zeti isz) 
z — z; reir — rei?: e 2lhle 23 —e 2 
ti kem 3 13 -— arc si 
B a 2—2Zy reiv reir: a 192391 ( . ,9—91 szg 
ez 2b le Oa Só a B 
SAE s Pe 
; 92-91 2 . p2—PR a 
— FA F ae sali mál e 
sz arce : Oi 2 3 
sin 2 


ha p — Pp, vagy p C pi, és8-5tahap pa Pe 


II" 


pe Mutassuk meg, hogy a háromszögben az oldalfelezőpontokat a szemközti csúcs- 
pontokkal összekötő egyenesdarabok, az ún. súlyvonalak egy közös pontban, az ún. 
súlypontban metszik egymást, amely a súlyvonalakat (a csúcspontöktól számítva) 
2 : 1 arányban osztja. : 
Megoldás. A háromszög P).,P.,Ps csúcspontjait jellemezzük rendre Z1, 22, Zg 
helyzetvektorokkal, A P, P, oldal P, felező pontjának helyzetvektora 


21 -t 2 
3" 


1 
25-21 -t x(z2— 2)— 


A P. Ps súlyvonal (oldal felőli) első harmadának végpontja az 


CÉsgss Z1-t Za 
atzar 2 — atzatz 
2 3 3 


1 
257 zpt 3 (zs —z)— 


helyzetvektorral adható meg. Ez láthatóan szimmetrikus a" csúcspontok helyzet- 
vektoraira nézve, azaz a másik két súlyvonalra vonatkozó hasonló számítás ugyanezen 
eredményre vezet. A háromszög súlypontjának helyzetvektora tehát 


tén Z1 -- 29Tt- Z3 
Zs ani éa SÁT ie . 
5 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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Igazolandó a háromszögekre vonatkozó színusztétel. 

Megoldás. Legyenek a háromszög (pozitív körüljárásnak megfelelő értelmű) 

oldalvektorai a, b, c; ekkor nyilván 
a -3- b 3- c — 0, azaz b 3-c — — a. 

Mindkét oldalt a-tal szorozva, majd a képzetes részüket véve, kapjuk, hogy 

Im a b 3- Ima c — — Im a a — 0, azaz Imba — Im ac, 
vagy trigonometrikus alakban (a — a, ess, b — b, eirt, c— cs eiv jelölések alkalma- 
zásával) 

ay b, sir (Ps özd Pa) — d, Co sin (Pa jő P.J: 
Ugyanez a báromszög a, B, y belső szögeivel kifejezve, 
b, sin (xm — y) — co sin (x — 8), azaz bosiny — co sin B, 
ahonnan végül 
b, :c, —sin$ :siny. 


3. Igazoljuk, hogy az egyenlő szárú háromszög szárai közti szög felezője merőleges 
az alapra, és felezi azt. : 


Megoldás. Legyen a két szár vektora z, — reir:, és Z2Z, — r eilwrto), Ekkor a 
szögfelező egyenes egyenlete 


sésé is: (15). 


A háromszög alapjának vektora 


§ a s, a a a A 
ú 4?— — jesz a Etszáltei LSINBE, 7 
zZ —Z,— 2 — rein ÖVEZE ) PERE TÁ La, SAR záke 2-7. 2i sin. 


Ezek egymásra merőlegesek, lévén 


a 
2i sin — 
i sin 5 
Re f1 — Re —— ; — 0, 
27 


Másrészt a szögfelező átmegy az alap középpontján, mert 


, 
zető TT a i (et g 
24———5— — a elm (elet tos ét 2) cosa — E cosa 


értelmében ít — cos a esetén Zg — Z.. 
4. Határozzuk meggazj—1-- di és z, — 5 -- i csúcspontú szabályos háromszög 
harmadik csúcspontját, 


Megoldás. A feladatnak nyilván két megoldása van. Ezeket úgy kapjuk, hogy a- 
t x/83 mértékben elforgatott z; — zz oldalvektort hozzáadjuk a z, helyzetvektorhoz. 
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Eszerint az egyik megoldás: 


27 21-4(z.—z) e (1 4 41) 7 (A — 3) (cos 607 -- i sin 609) — 


1: 
a (1 4 48 3 (4 — 3) E szja Zl A3 5,62 -- 5.96, 
a másik pedig: 


tk da te 
EG gé eze, TE áj 4 — HÓ 5 — 5] Az 088 — 096. 


5. Határozzuk meg a z, — — 4 7- iés z, — 3 — 3i csúcspontú négyzet két hiányzó 
gsúcspontját. 

Megoldás. A feladatnak ismét két megoldása van. Ezeket úgy nyerjük, hogy a 
- sr/2-lel elforgatott z, — z, oldalvektort hozzáadjuk a z4, illetve z2 helyzetvektorhoz. 
Az egyik megoldás tehát: 


25— 214 (z—z)i—(—4--i) 4 (7 — 4iji — 8, 
2— 294 (z0—2)i—(3—3i) 4(7— 40) i— 7-4 4i 
a másik pedig: 
27 — 21 —(20— 2)i— —8—6i,  z/ — 2,—(20— 2)i——1— 107, 


6. Határozzuk meg a 21—1--di, 22—5-ki, 29—3-4 6i csúcspontú 
paralelogramma negyedik csúcspontját. 


Megoldás. A feladatnak — mint könnyen belátható — három ÖSS ÁdÁSA van: 
A -- (z, — z;) oldalvektorokat hozzáadva a szemközti csúcspontok z, helyzetvektorá- 
hoz, hat csúcspontot kapunk, amelyek közül azonban csak három különböző. Eszerint 
az egyik megoldás: 


z — Zs t (22 — 2) — (8 Tt 6i) -- (4 — 31) — 7 7 3i, 
a másik: ; 

z. — z — (z, — 2) — (3-4 62) —(4— 31) — — 1 -9i, 
a harmadik pedig: 

2 — 214 (22— 29) — (1 4i) 4 (2 — 51) —3—i, 


7. Az előző példa adatainak felhasználásával mutassuk meg, hogy a 21, 29, Z3 
csúcspontú háromszög területe negyede a Z", 2", z"" csúcspontú háromszög területé- 
nek. 


Megoldás. A kisebbik háromszög területe — a 8) V" értelmében — 
t —] Im (zo — z) (zz—z)][— Im (4 — 3i) (2 — 2i) : — 14, 


T —] Im (zy — z0) (77 — 2)! — ]Im(— 8 3- 6i) (— 4 7- 41), — 56, 
tehát valóban T — 4t, 
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8. Igazolható, hogy a rombusz átlói merőlegesek egymásra. 


Megoldás. Legyen a rombuszt meghatározó két oldalvektor 2) — rei7: és 
2, — rei(pta, Ekkor az átlóvektorok 


a 
sss i (ei a 
z, — zo -- 24 — reiv:(eia -- Hegel 5 Ae § 


a 8 
; ; i(gits néz k 
zZ1— Z, — zy — reir: (els — 1) — re ( 3) . d ésin gs 
tehát 


ZT ges eb 1 
Re ANázt il 7 -—0 
értelmében z, 121. 
9. Igazolandó, hogy a paralelogramma átlói felezik egymást. 


Megoldás. A z, és zs vektorokkal meghatározott paralelogramma átlói z9 -- 24 
(az origóból felrakva) és z, — zz (a zz vektor végpontjából felrakva). 


Az állításnak megfelelően 
i 1 
5 (Ze t 2) —2i pi (za — 2). 
10. Határozzuk meg a zg középpontú és zy csúcspontú szabályos hatszög többi 


"csúcspontjait. 


Megoldás. A z, — zg vektor (ötször) ismételt 607-os elforgatása és az elforgatott 
vektorok 2,-ból való felrakása útján kapjuk a keresett csúcspontokat. Eszerint 


i(k—1) 2 
Z, — 29 1 (21 — 29) e jos dj Og gé Ős 


III" 
1, Állapítsuk meg, milyen görbéket határoznak meg az alábbi egyenletek: 
A) I2—2]15-]2—zel; B) I22—11—1; OC) Re2—4; 


1 1 Iz — al 
Im— — ——; E) 
D) Im E: 5 
Megoldás. A) A z pontok z4-től és z5-től egyenlő távolságra vannak, tehát.a kere- 
sett görbe a z, és a z, pontok távolságát felező egyenes; egyenlete nyilván 


2-2 ti(z— 2). 


B) Más alakban Iz—1]]z--1]— 1, azaz a z pontok zz— 4-lész,——1 


—özgb B 


pontoktól mért rádiuszvektorainak szorzata állandó, mégpedig c? — lása a]. 


A görbe tehát ún. BERNOULLI -féle lemniszkáta. : 
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C) Re 2? — Re (x -- iy)? — x? — y? — 4, vagyis a keresett görbe egyenlő szárú 
hiperbola. 


1 2 -y 4 ú ú 5 
e— —— — ű — M——i 
D) Im — Im ——-—-— as gy azaz Xx? ]3-y Z2y — 0, amelyz, — i 


középpontú és r — 1 sugarú kör egyenlete. s 
E) A z pontok a és b pontoktól mért rádiuszvektorainak hányadosa állandó, 


vagyis ún. APpoLLoNIus-féle körről van szó." 
F) A z pontok a és b pontoktól mért rádiuszvektorainak hajlásszöge állandó 6, 


— 
vagyis az a és b ponton átmenő azon körről van szó, amelyen az a b íven nyugvó kerületi 
szög B. 
2; Állapítsuk meg, milyen síkrészeket határoznak meg az alábbi egyenlőtlenségek: 


A) Imz 5 0; B) Rez — 0; C) iz ij e 2; 

DÖ12Zi St dmzee0z- B iztesizeli sik 

Megoldás. A) A pozitív képzetes részű komplex számok a z sík felső felének pont- 
Jait jelölik. kd 

B) A negatív valós részű komplex számok a z-sík bal felének pontjait jelölik. 

C) A 2, — i középpontú és r — 2 sugarú kör belseje. 

D) A z, — 0 középpontú, r — 1 sugarú kör külsejének alsó fele. 

E) A z, —0 középpontú, r, — 8 sugarú és zz — 1 középpontú, r— 1 sugarú 


tar? 


körök közé eső körgyűrű alakú síkrész. 


d) Műszaki alkalmazások 


a) Háromfázisú rend- F.. Szimmetrikus rewdszerek. .17. Legyen 
szer szimmetrikus adva egy n fázisú villamos rendszer, (egyelőre független) 
komponensei számozott (k — 1, 2, ...,n) vonalpárjaiban (10. ábra) 

; v Uk észt 
U k eiot — Ukrg erk ev), Zs Zkiö előz, Ir eiwnt — K-i — Iko ei(Pk—örtot) (1) 
k 


komplex fázisfeszültséggel, — árammal és ellenállással. 
A rendszert (feszültségek és áramok szempontjából egy- u. 


aránt) szimmetrikusnak nevezzük, ha a komplex fázis- 
feszültségek mind egyenlő nagyságúak, az index sze- 
rint egymást követők egyenlő fáziseltolódásúak, a fázis- 3 I. 


beli eredő komplex ellenállások pedig mind egyenlők, 
azaz 


27 Té 
Uko — Uo: Pk — Pi tk Di; 27-27 29 e5. k 
(2a; b) VERNI 
K 
A továbbiakban a komplex feszültségek és áramok U 3 
közös eiot időtényezőjét elhagyjuk (vagyis a feszült- 1. 


ségek és az áramok ún. komplex amolitudóját hasz- 
náljuk), mert csak a nagyság- és fázisviszonyok sze- 
repelnek e vizsgálatokban, 10. ábra 


$ L. erről bővebben a 3. § a) 8) helyen. 
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Szimmetria esetén — az n-edik gyökök összegére vonatkozó [1. §. b) 8) (17) ] formula 
értelmében — a komplex fázisfeszültségek összege zérus, lévén ú 


rn 


SU - 


k-1 


n Fe 
U ein DA e 


k—1 


tzei 
n 


k—1 Szer 4 en) - 
( -n 2 [ő vag Teszt 
ez 


0, (3a) 


a komplex fázisáramoké hasonlóan, lévén 


n fa ÚJ jjj n 
"RSA c $ U,- 0. 3b 
Pl st ze ij gi 


A (3a), illetve a (3b) lehetővé teszi az n vezetékpár 
sokszög- illetve csillagkapcsolását, s ily módon 2 n 
helyett csupán n vezetékszál alkalmazását (11. ábra). § 

Ha csak a (2a) követelmény teljesül, akkor a 
rendszert csak feszültségek szempontjából mondjuk 
szimmetrikusnak. 

Ha viszont sem a (2a), sem a (2b) követelmény nem 
teljesül, akkor a rendszert aszimmetrikusnak nevezzük. 
A szimmetrikus rendszerek kedvező tulajdonságai miatt 
közelfekvő a gondolat megkísérelni aszimmetrikus 

- rendszer előállítását szimmetrikus komponensek össze- 
geként. A továbbiakban ennek lehetőségét, módjait kí- 
vánjük megvizsgálni, mégpedig a gyakorlatban legfon- 
tosabb háromfázisú (vagy forgóáramú) rendszerre szo- 
rítkozva. 

2". Előkészítésül foglaljuk össze röviden a szim- 
metrikus háromfázisú rendszer főbb sajátságait. Az (1), 
(2a) és (2b) értelmében — a komplex fázisfeszültségek, 
illetve áramok (oz; — 0 választással) 


, 27 , 47 


9. ké: 
Us Ug Us ÜGe tö Űsz ÜL a (4a) 


illetve 


U TS leisetá U (e 
- §5- ne § 1-5 — net öle 9 Zzgán 


alakúak. Összegük — a (3a), illetve a (3b) szerint — zérus, lévén 


$ d Va 
U, 3 U, - Us; — U90(174- e he 


illetve 


e 
Bed ázó 
ág: 


e —-1 


1 
h-t detols sz (914 Usb Us) — 0. (Sb) 


Az (5b) értelmében — bármelyik két komplex fázisáram összege ellentetten egyenlő 
a harmadikkal, így bármelyik odavezető vonal alkalmas a másik kettő visszavezetésére, 
Eszerint — az eredeti hat vezeték (ti. az u, v, w oda és az x, y, z vissza) helyett — három 


tf L. bővebben — három fázisra — a 27-ben! 
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l 
vezeték (u, v, w) is elegendő, ha ezeket egy közös ún. nullponthoz kapcsoljuk (12. ábra). 


Így keletkezik az ún. csillagkapcsolás. Az Uu — Un Upw — Un, s Un: az ún. 


vonalfeszültségek. Az Ua — Ui, UV. — U2 Uw — Us; fázisfeszültségek felhasznál- 
hatósága céljából a nullponthoz rendszerint egy negyedik, ún. nullvezetéket illesztenek, 


A csillagkapcsolásnál bármelyik komplex vonalfeszültség egyenlő a hozzátartozó 
két komplex fázisfeszültség különbségével, tehát pl. 


iz 8 sz za ME El 
U—-—U,—U.—-— UL 4 —e mez ik 3) — VE U, e 6, (6a) 
Eszerint a vonalfeszültségek effektív értéke a fázisfeszültségekének V3-szorosa, azaz 


ÜzcV3Üs (6b) 


"Ugyanakkor a vonal- és fázisáramok 


(effektív értékben) megegyeznek, azaz Vu 
1Io— Ig. Az (5b) értelmében a null- 
"vezeték árammentes. Ún 
Az (5a) értelmében — bármelyik 
két komplex fázisfeszültség összege . el- Vu 


lentetten egyenlő a harmadikkal, így 
bármely (pl. u, x) megfordított (x, u) 
vonalpár a másik két, feszültség szem- 
pontjából sorba kapcsolt vonalpár 
(w, z — v,y) szélső vonalpárjával (w, Ji 
y) egyesíthető (x — w, u — y). Így 
keletkezik az ún. háromszög-kapcsolás, 
melynél szintén elegendő három veze- 
ték, az eredeti hat helyett (13. ábra). 

E kapcsolásnál a vonal- és a fá- 
zisfeszültségek effektív értékben meg- 
egyeznek, azaz 


U — Vo (a) 
Ugyanakkor pl. 


12. ábra 


13. ábra 


sk age étől stl ERT i EB) e; VELE t(GTI () 
rértelmében a vonaláramok effektív értéke a fázisáramokénak V3-szorosa, azaz Io 7 
4 VEZETÉS rendszer teljesítménye — mindkét kapcsolásnál — a három fázis- 
"teljesítmény összegével egyenlő, azaz 
N — 3 U;, 1, cos o, (8a) 
"vagy a (6a), (6b) és a (7a), (7b) figyelembevételével 


N — V3 U.a 1.9 cos p. (8b) 


A továbbiakban hallgatólagosan feltételezzük, hogy az (5a) mellett az (5b) is teljesül; 
"mivel ilyenkor Ur — ZIk, elegendő csak a feszültségviszonyok vizsgálatára szorítkozni, 


II. Háromfázisú rendszer aszimmetriái 1. Jelöljük a továbbiak- 
ban a háromfázisú rendszer (vonal- vagy fázisfeszültségi, illetve -áramerősségi) komplex 
.amplitudóit 

R— R,ei2, §S —§, els, T — T, eiz (9/ 


módon. E rendszer általában aszimmetrikus. Állapítsuk meg most az aszimmetria fajait 
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Az R", S", T" háromfázisú rendszert elsőrendűen aszimmet rik us nak 
nevezzük, ha összetehető két ellenkező forgási értelmű (és akár különböző amplitudójú és 
fázisú) szimmetrikus háromfázisú rendszerből, nevezetesen az (Ri, Su T1)-ből és az (Rs, 
S 2 T2)-ből, mégpedig úgy, hogy (14. ábra) 


jj R"— Rd3-R,, § —S 04 Se 
íj T"-T-otTse (10a) 


Az lés a 2 indexű rendszer 
szimmetriája miatt természete- 
sen 


R-3S74T"—(R.-S1- 


34 TD)t(RotS4T9)-O0 
(10b) 


Szokás szerint az R", S", T" rend- 
szerével közös forgási értelmű 
szimmetrikus rendszert illetjük 
1 indexszel és társrendszer név- 
vel, a másik szimmetrikus rend- 
szert pedig 2 indexszel és ellen- 
rendszer névvel, 

Az R, S, T háromfázisú 
rendszert  másodrendűen 
aszimmetrikus nak mond- 
juk, ha összetehető egy elsőrendűen 
aszimmetrikus háromfázisú és egy 
egyfázisú rendszerből, nevezetesen az (R", S", T")-ből és a P-ből, mégpedig úgy, hogy 
(15. ábra) 


R—-R 3 Ro, S-S135S5. T—-T" --To; Ro— S, — To — P/3. (11a) 
Az Ro, 50; To rendszert nullrendszernek szokás nevezni. A "-s rendszer elsőrendű aszim- 
metriája miatt nyilván 
RHSATE(RÁSAT)4Pzp, ; (11b) 
Meg lehet mutatni, hogy bármely háromfázisú rendszer aszimmetriája vagy elsőrendű, 
vagy másodrendű, és más eset nincs." 


27. Az előzők alapján könnyű összeállítani elsőt, illetve másodrendűen aszimmetrikus 
háromfázisú — ndszereket. 


14. ábra 15. ábra 


Bevezetve az e — si jelölést, az egység köbgyökei és ezek bizonyos kombinációi 

így alakulnak: ? 
kesz ezdat pe áz Zn, wz — es I; (12a) 
1§4ede2e2—0, e—e2—iV3, (1— 2) (1 — 22) — 3; (12b) 
e te? — —1, (1 — e)? — —3e, 1/e— 22. (12c) 
Ezek felhasználásával, két tetszőleges ellentett forgási értelmű szimmetrikus rend- 
ösi R, — Ri, §S1 — 2? R,, T. — e R.; Ro— R,, S2—eR;, T, — 2? Re; - (13a) 

belőlük összetehető elsőrendűen aszimmetrikus rendszer: 

ha pet R bika 5 SiéR pek IZ őéR ek ékRő (13b) 


$ L. pl. Záborszky i. m. 
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az ebből P — 83R, hozzáadásával képezhető, másodrendűen aszimmetrikus rendszer 
pedig: 
R.s R, tFR TF Rz 15. R, FR 22 R, 2 eR,, TF sz R, -k eR, - 2? R.. (13c) 

III", Aszimmetrikus háromfázisú rendszer felbontása 
szimmetrikus komponenseire. 17. Az előbb tetszőleges társ-, ellen- és. 
nullrendszerből állítottunk össze (másodrendűen) aszimmetrikus rendszert. Lássuk most 
a villamos gyakorlatban nagy fontosságú fordított feladatot, nevezetesen tetszőleges (másod- 
rendűen) aszimmetrikus rendszer felbontását társ-, ellen- és nullrendszerére. 

Legyen adva tehát a (másodrendűen) aszimmetrikus R, S, T háromfázisú rendszer. 
A (13c) értelmében a kívánt felbontáshoz elegendő az Ro, R) és R, ismerete. 

A (13c) egyenleteit összeadva, és a (12b) figyelembevételével, 


R-4S3T—3R,4(14e-e9)(R, 4 R.) — 3Ro, 
1 ; 
R—5(RtSáaD (14 


módon nyerjük az első keresett komplex amplitudót. A második a (13c) egyenleteinek rendre 
1, e, e? tényezővel való szorzása, valamint a (12a) és a (12b) felhasználása útján 


R--eS 3 eT — R, (1 -- 269 -- Ro (1 4 2? 4 24) — 3R,, 
1 
R,——(R-teS-4eT) (15) 


módon adódik. A harmadik keresett komplex amplitudó a (13c) egyenleteinek rendre 
1, 2?, e tényezőkkel való szorzásával, majd összeadásáv al, valamint a (12as) és a (1251) figye- 


lembevételével 
R 73-22 S 1 eT 5 BR, (1 7 et -- £?) 3- R, (1 -- 229) — 3R,, 
1 
R.—-(RtéSTeT) (16) 


módon nyerhető. Az Ro, R, és R, birtokában a null-, a társ- és az ellenrendszer több 
komplex amplitudói a (11a) és a (13a) alapján egyszerűen e különböző hatványaival való. 
szorzás útján számíthatók ki. 
Példák 
1. Legyen adva az UR, Us, Ur aszimmetrikus, háromfázisú, csillagkapcsolású feszült - 
ségrendszer, amely különböző ZRs, Zsr, Zrk ellenállásokból álló, háromszög-kapcsolású 
fogyasztót táplál (16. ábra), (A vezetékek el- 
lenállását elhanyagoljuk.) 

Határozzuk meg a megfelelő áramrend- 
szer szimmetrikus komponenseit, 

Megoldás. Minthogy nincs nullvezeték, a 


feszültségrenászer csak elsőrendű aszimmetriá- 
val rendelkezhet, azaz — a(13b) értelmében — 


UR - URi t URk2; Us — 2? UR Tt e UR: 
Ur — e UR 1 2? UR: 17 

módon tehető össze társ- és ellenrendszeré- 
ből. E társ- és ellenrendszer csak a feszültség 
szempontjából lesz szimmetrikus, az áram- 16. ábra 
erősség szempontjából pedig nem, lévén a ( 
fogyasztó ellenállások különbözők. 

, A feszültségek társ-, illetve ellenrendszere által létrehozott áramokat jelöljük I 
Is, Ir, illetve IR, IS, Ir módon, az eredő áramokat pedig IR — Ig t IR, Is — 

, 44 4 1 e 3 £ ar Fr : a jé 
— Is d Is, Ir — Ir 3 Ir módon. Mindhárom — elsőrendően aszimmetrikus — áram- 
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rendszer szintén társ- és ellenrendszeréből tehető össze; pl. az eredő rendszer — a "-s 
és a "-s áramrendszer ellentétes forgási értelmére való tekintettel — feltehetőleg 


IRt — IRibIRo Ist— sit IS Ime Hat Me (18) 
$ IRe — IRi - IRo Ise — IS. je IS Ire- IT, 5. IT. 
módon. 


A "-s áramrendszer — a (17) figyelembevételével — 


Üss nes 
14 — IS: UT, UR UTi 


ZsT ZTR 77.§Ra E Szt 7 zs 5] 7 
FU la 
ts. vé s sz és ezta zs. EEEN ee 
ma eze 4 Ente um [2-8] - 


— Ur (e — 1) (— — 77) 


ZTR  ZsrT 


alakú. A "-s áramrendszer szimmetrikus komponensei a (14), (15) és (16) formulák és a (12) 
számértékek felhasználásával 


ű jé j zen / K 1 1-4 e 
IRo — 0, 1k1— 7 (IR te X-4eID——- URi(— 1) [- 


"ZRs 
Szat za ezi egz] la 
Ik— 7 t (Ik 422184 e I) —— UR (égés n [- zz -7z] A 
zza ten szá S Mer B 


módon, a többi szimmetrikus komponens pedig a (13a) szerint nyerhető. 
A "-s áramrendszer szimmetrikus komponensei hasonló számítással 


1 1 1 e 1 23 
Iko— 0, Ik. EU eteti) U e tet E) 20 
40 54 RalZRs Zs ZTRI RelZRs  Zsr  ZTR váz 
módon, a többiek pedig a (13a) szerint kaphatók meg. 


A társ-, illetve az ellenáramok eredői — a (18) formulába való behelyettesítés útján — 


f Ua[— tm) ue:(— r-t) " (2la) 
KEST RL ZRs 2 ZsT. ZTR KlZgs , Zár ÚTB], 
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illetve 


1 1 1 e? 1 e 
IR - Unelzs tig ta] eza teat ds 
alakban, a töbiek pedig a (18), (19), (20) és (13a) alapján adódnak, 
2. Vizsgáljuk meg az előbbi feladat egy-két speciális esetét. 
Megoldás. Ha a fogyasztó szimmetrikus, azaz 
ZRs — ZsT—ZTR—Z, (22) 
akkor a (21) formulák 
IRS illetve Ike — 3 e 
alakra egyszerűsödnek. 


Ha a fogyasztó aszimmetrikus, viszont az adott feszültségrendszer szimmetrikus, 
vagyis 


Uri S ÚB ÜRr— O Súlta 623) 
akkor a (21) formulák 
IRt — UR [z— Rk BÉzE -k 7 , illetve IRe — — UR Ez H Hőse - 77) 
ZRs ZsrT ZTR ZRs ZsrT ZTR 


alakba mennek át. 


FELADATOK 


1; Egészítsük ki és mélyítsük el a fentebbi tárgyalást pl. ZABoRszkYvY (T. 9.) IL 
fejezete alapján. 


2. Tanulmányozzuúk a szimmetrikus komponensekre való bontás grafikus módszereit 
pl. BECKER — Voicr (T. 6.) 2. D. fejezete alapján. (Ugyanott, 2. E. alatt számpéldák és 
feladatok.) 


3. Tanulmányozzuk a szimmetrikus komponensek módszerének alkalmazását a villa- 
mos gépek (transzformátorok, indukciós motorok, szinkron generátorok stb.) körében pl. 
ZABORSZKY (T. 9.) IV—VI. fejezete alapján. 


4. "Tanulmányozzuk e módszer alkalmazását a vezetékek és hálózatok körében pl. 
ZABORSZKY (T. 9.) III. és VII. fejezete alapján. 


5. Végezzük el néhány földzárlati probléma részletes kiszámítását pl. OBERDORFER 


tést B. III. fejezete szerint. (E könyv más fejezetei jól használhatók a fentebbi felada- 
toknál. 


kk 


Ajánlott irodalom: ZáBoRszkY (T. 9.). — G. OBERDORFER (T. 5.). — G. OBER- 


Kevázá (T. 10.). — BEcKER —Voicr (T. 6.). — WAGNER—EvaNSs —. K.A. KpYyr 
8) Vegyes műszaki IT. Szinuszos áramkörök kompl ex ellen- 
alkalmazási fel- állása. Készítsünk rövid elméleti összefoglalást, és gyűjt- 
adatok sünk példaanyagot e tárgykörre, kiterjedve sorba, párhuza- 


mosan és vegyesen kapcsolt ohmos, induktív és kapacitív 
ellenállások eredő ellenállásának, illetve vezetőképességének komplex úton történő számí- 
tására. 
Ajánlott irodalom: BEcKER —VoiGr (T. 6.) 1. F., G. — G. OBERDORFER (T. 5.) 
2. A. — 34üs3EB-/ypsE (T, 34.) II. 5. — F. WaALLor (1. 37.) IV. 


2. §. A KOMPLEX FÜGGVÉNYTAN ÉS A KONFORM LEKÉPZÉS 
NÉHÁNY ALAPFOGALMA 


a) Határérték, sorozatok, sorok 


Számos definíciót és tételt veszünk át a valósból, mégpedig formailag változatla- 
nul, geometriailag viszont síkbeli értelmezéssel. 


x) Sorozat és határ- I, A határérték-elmélet alapelve. 

érték Ha adva van a számsíkon a koordináta-tengelyekkel 

párhuzamos oldalú nyílt négyszögeknek egy olyan 

Tis Ta; : : es Tn SOrOZzata, amelyben mindegyik tartalmazza a következőt (skatulyázás), 

továbbá az r,, átlója, Va? -- b2 — 0, amikor n 6 oo, akkor egy és csak egy olyan 
pont létezik, amelyet mindegyik négyszög magába foglal. 


II". Sorozat sűrűsödési értékei, V. Bizonyos z komplex számokat 
(síkbeli pontokat) a Z1, Z9,..., Zn, . . , töviden (z,) végtelen komplex számsorozat 
(síkbeli pontsorozat) sűrűsödési értékeinek (pontjainak) nevezünk, ha bármely, tetsző- 
legesen kicsiny pozitív e szám (sugár) mellett is a sorozat végtelen sok eleme (pontja) 


177. 


elégíti ki a Jz — z,] 2 e egyenlőtlenséget (illetve esik bele a z pont e környezetébe). 


27". A (z,) komplex számsorozatot (pontsorozatot) . korlátosnak mondjuk, ha 
a sorozat összes elemeinek abszolút értéke (rádiuszvektora) kisebb valamely MI pozitív 
számnál (sugárnály: Iz, ] c M. Máskülönben a sorozat nem korlátos, 

3". BoLzaNo — WEiERsTAss tétele: Minden (z,), iznl CC M végtelen korlátos 


zet 


sorozatnak legalább egy sűrűsödési értéke (pontja) van. 


III". Sorozat határértéke, IV. Ha a (z,), Jz, ] 2 M végtelen korlátos 
sorozatnak csak egyetlen z sűrűsödési értéke van, akkor ezt a sorozat határértékének 


nevezzük, és így jelöljük: 


lim 2, —z (1) 


n-- co 


Ilyen esetben a sorozatot összetartónak, konvergensnek mondjuk, minden más esetben 
pedig széttartónak, divergensnek, 


Ha a (zZ,) sorozat konvergens, és határértéke z, akkor bármely, tetszőlegesen 
kicsinyre előírt pozitív e számhoz (sugárhoz) található egy-egy olyan / (e) természetes 
szám, ún. küszöbszám, amelynél nem kisebb n indexekre a sorozat elemei (pontjai) kielégí- 
tik a]lz — z,] 2 e egyenlőtlenséget (illetve beleesnek a z pont e környezetébe). 


a) HATÁRÉRTÉK. SOROZATOK. SOROK a) PÉLDÁK TT 


2". Ha a (z,) és a (Z,) komplex számsorozatok konvergensek, akkor a (z, -k €) 
(Zn " €n) és (Z/€n) sorozatok szintén konvergensek, és határértékük : 


lim (2, -k ő) — lim z, -- lim € (2a) 
no oo n6 oo no oo 
lim (z, " ő) — lim z, : lim ÜÖ (2b) 
n— oo n—oo no oo 
E lim z, 
aga : St ee 
1—oo A lim MEZESÉ éc) 


az utóbbi esetben feltételezve, hogy £,5£0 és lim €. E megszorítással a határátmenet 


no 00 
művelete és a négy alapművelet sorrendre felcserélhető. 

3". CaAucHY általános konvergencia-kritériuma: A (z,) komplex szám- 
sorozat (síkbeli pontsorozat) konvergenciájának szükséges és elégséges feltétele az, hogy 
minden, tetszőlegesen kicsiny pozitív e számhoz (sugárhoz) található legyen egy-egy olyan 
N(e) küszöbszám, amelynél nem kisebb .n és 
m indexekre a sorozat elemei (pontjai) kielé- 
gítik az Iz, — znl Ce egyenlőtlenséget (il- 
letve beleesnek egymás e környezetébe). 


Példák 


1. Vizsgáljuk és ábrázoljuk a 


gs 
ate gesz Ág Zea 


zZ, — HE 


17. ábra 


sorozatot. 
Megoldás. A sorozat végtelen, korlátos. Első néhány eleme (17. ábra): 


8. iz ezt 
2.—2eiz— — 2, 25035, 
4iZ 25. 24V3 5 iz 5)Y2 5y2 
23— ge pest za Sz Emir alk és sán 5. sőtő 


. 7 
. , sas 3 , 4 (4 "4 
Minthogy az (1 -- I/n) ésaze ? sorozat konvergens, a z, is az, és határértéke: 


8 1 Ü 
z — lim 1142 ee" — im haz] zs 1 4S] 
Hizes n—oo n n—oo 4 


2. Állapítsuk meg a 


e Azapt TE nz 15 2, ai 


sorozatnál az adott e (3]z — z, j )-hoz tartozó (e) küszöbszámot. 
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Megoldás. A sorozat konvergens és határértéke nyilván 


ks § EZEL lim ge 
,. N7—1 s n fs se n) 1 
ec tat geg es Tt sa; Czég ars. 


nr oo 


CaucHY kritériuma szerint n z N(e) 5 0 esetén 


n7-il 17-i! 12. 
— E dzstn Zzsmemte[- ési ssssásztsást 5 SZÉ a Kööázánsész 
Iz zh] 1 n 3-1] n 3-1; Ed 
azaz 
Es 2 
V2 c (n— De, n5 e; 1 


98 
A legkisebb pozitív egész szám, amelynél ez teljesül, a keresett /(e) küszöbszám 
PI. e — 10-83 . [/2 esetén 


se kes 57 1 — 1000 — 1 — 999, azaz (10-83 . /2) — 1000. 


10-83 . [/ 
8) Sorok és konver- " T. Sor konvergenciája és összege 
genciájuk 17. A komplex tagú 
ut ut. o. Füpt ess (1) 


végtelen sort konvergensnek mondjuk, ha 


n 
§1— Ul $2— d Ugy 2, ST dot TUZ AU, 


részletösszegeinek SI, So, . . . , Sa; röviden (s,) végtelen sorozata konvergens; különben a 
sort divergensnek mondjuk. A konvergens (s,) sorozat s határértékét az adott végtelen 
sor összegének nevezzük, és 


s-lim s, — Vu, 62) 
. . azé n—1 
módon jelöljük, 
2". Egy összetartó sor tagjai — 
lim u, — lim (s, —s, ,)— lim s, — lim S-175—sz0 (3) 
no oo n ooo no oo no oo 


értelmében — szükségképpen a zérushoz tartanak; e feltétel a konvergencia szükséges, 
de nem elégséges feltétele. 

II". CaucHy kritériuma: A komplex tagú 9 u, sor konvergenciájának 
szükséges és elégséges feltétele az, hogy bármely, tetszőlegesen kicsiny pozitív e számhoz 


kise 


a) HATÁRÉRTÉK, SOROZATOK, SOROK 8) PÉLDÁK 7 


található legyen egy-egy olyan N(e) küszöbszám, amelynél nem kisebb n és n 3- k indexekre 
a sor közbeeső szakasza kielégíti az 


IS al löni tönaet "e Tt üniz] 8 (4) 


egyenlőtlenséget, bármely k-természetes szám mellett. 
E kritérium k — co esetén — 


Le 


15—s.1— [7] ig gaet tsa Tess 


módon — a sor ún. teljes maradékának abszolút értékét korlátozza; eszerint a teljes 
konvergens sor e-nál nem nagyobb hibával s x részletösszegével pótolható : 


a 
sz Fu kSS7 B 65) 
1 


E kritérium értelmében a konvergencia tekintetében a sornak csak egy elég távol 
tagján túl következő szakasza mértékadó, a sor eleje nem, tehát itt véges számú módosí- 
tás eszközölhető csupán a sor összegére (de nem konvergenciájára) való kihatással, 


III". Abszolút konvergencia. Ha egy 2 u, sor tagjainak abszolút 
értékéből alkotott 


mik ltel4oseb lán he s 5 ir] (6) 


n:zz1 


sor konvergens — az ilyen sort abszolút konvergensnek nevezzük —, akkor az eredeti 


sZ Un Sor is konvergens; röviden minden abszolút konvergens sor közönségesen is konver- 
gens, de fordítva nem. 


IV". Műveletek végtelen sorokkal. 1.Haa Ju, ésa Dv, sor 


konvergens, és összege s, illetve c, akkor a 9 (u, -- v,) sor is konvergens, és összege 
sto; más szóval konvergens sorok tagonként összegezhetők. 


2". Abszolút konvergens sorban a tágok sorrendje felcserélhető a konvergencia és az 
összeg megváltozása nélkül. 


3". Haa Ju, és a Fv, sor abszolút konvergens, és összege s illetve o, akkor a 
D (avn üeVa 1 Tee PF UnVa) (7 
n5-1 fi 
sor is abszolút konvergens, és összege S — sa, 
Példá pi 8 ri 
fil 5 rá) 


4.0 


"úGe 


1, Vizsgáljuk a 26 (5 


kocc0 


Megoldás. A részletösszegek sorozatának első 
elemei (18. ábra): 


fi 


f 
Call véső s a as as ad-e Ő 


e 


18. ábra 
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; LOSE JEE TRK TS HÉÉÉ SB La 182 Óz 
ÉSE a JNETE Ket CVS ÜRESEK OTTÓ LIE éb EST 30 kek 
ese Ji 1 két els 
Sorunk geometriai sor; g1— ] 5 1 5 a 1 lévén konvergens, és összege: 
! 
1 i 
1 1 T3 4 ; 2 ; 
sozni —. — — —73 . 
TŰ i Taszöss zŐ 
Seat áeltán ES Föl 
z 2 Ha j 


2 Vizsgáljuk és ábrázoljuk a 


sorozatot, 
3. Vizsgáljuk és ábrázoljuk 


. jr . ee 
9 2— [1-4 ig] b 2 [1 im) 
sorozatokat, 
Útmutatás. Figyelembe veendő a 


tm e tál lez 


határérték. 


4. — Igazolandó, hogy z, — z esetén 


1 
ns glatzet...FZ) GZ. 


g szés zés bet 48 ek zta 
5. Szemléltessük és összegezzük a SÍzt 3] sort, 


b) A komplex számgömb. Tartományok és határaik 


a) A komplex szám- 
gömb. A sztereo- 
grafikus leképzés 


I. Kölcsönös egyértelműség. Az l. § 
b) y)-ban láttuk, hogy a Gauss-féle számsík pontjai 
és a komplex számok között kölcsönösen egyértelmű 
vonatkozás áll fenn (r, D esetén az utóbbi főértéke 
veendő); ennek megállapításakor hallgatólagosan feltételeztük, hogy [z ]— r véges 
(nyílt sík). f 

Növeljük most minden határon túl a z — rei komplex szám Iz ] — r abszolút 
értékét, tetszőleges állandó a arkusz mellett; a z pont ekkor az a hajlásszögű félegye- 
nes mentén minden határon túl távolodik az origótól. A komplex számsík különböző 
a-k mellett így nyert pontjai, valamint a (valósból ismert -4- c0, — oo jelek általánosí- 


b) A KOMPLE X SZÁMGÖMB, TARTOMÁNYOK ÉS HATÁRAIK a) III 81 


tásaként bevezethető) co, jelek között (ahol a főérték) szintén kölcsönösen egyértelmű 
kapcsolatot lehetne létesíteni; a co, jelek használatától azonban elzárkózunk, Helyet- 
tük a z — co jelet használjuk, hozzá egyetlen elképzelt, fiktív pontot rendelünk, szoká- 
sos kifejezéssel a számsíkot lezáró végtelen távoli pon tot (zárt sík), és beveze- 
tünk egy olyan leképzést, mely a számsík számtalan valóságos jz ] 5 co pontját, illetve 
egyetlen elképzelt z — oo pontját egyetlen valóságos képpontba viszi át. 

II. Akomplex szám- 
gömb. Helyezzünk egy (cél- 
szerűen egységnyi átmérőjű) göm- 
böt a vízszintes komplex síkra 
úgy, hogy a gömb D déli pólusa 
összeessék a sík O pontjával. A 
gömb É északi pólusából kiinduló 
sugarak révén a sík 2—x4-iy, 
iz] a co pontjai kölcsönösen egy- 
értelműen leképezhetők a gömb 
(Z, m 9 É (0, 0, 1) pontjaira 
(Sztereografikus leképzés). A sík 


t A 19. ábra 

z —reir, — x a p S x körének 

képe a gömb egy paralel köre. A síkbeli kör sugarát egyre növelve, a gömbi kör 
egyre közeledik az É pólushoz, ésa]2z ]— r — co határátmenetben nyilván reá zsugo- 


rodik. A számgömb É pólusát tehát a számsík fiktív z — co pontjának feleltetjük meg. 

Ily módon a z — co-nel kiegészített komplex számok, továbbá a fiktív z — co végte- 
len távoli ponttal lezárt komplex számsík pontjai, végül a teljes komplex számgömb pontjai 
között kölcsönösen egyértelmű vonatkozás létesült. 

A továbbiakban rendszerint a komplex számgömbön fogjuk szemléltetni számítá- 
sainkat, ha ezekben a z — co is szerepel; egyébként a (nyílt) komplex számsíkon. 

III. A sztereografikus leképzés. Lássuk most a komplex szám- 
gömb és számsík egymásra való, ún. sztereografikus leképzésének néhány tulajdon- 
ságát. 

1. A síkbeli pontok x, y és a megfelelő gömbi pontok €, ", € derékszögű koordiná- 
táinak összefüggése a feltüntetett elrendezés mellett (19. ábra): 


1. x a. y sé KÖZRE a 
ETET VETETT "EEFETT : 


c 
s 


(Igazolását lásd az 1. példában !) 

A leképzés nyilván mindkét irányban folytonos, azaz ha a síkon z, 5 z, akkor a 
gömbön is P,, 5 P, és megfordítva. Ha speciálisan P,, — É, akkor a megfelelő Zoo 
határátmenet. nyilván azt jelenti, hogy [Z, ] — oo. 

Ezek szerint egy tetszőleges síkbeli környezet képe egy gömbi környezet (mind- 
kettőt körvonal határolja). Speciálisan egy Iz ] 5 M körkülső és a megfelelő gömb- 
süveg a Z — co pont, illetve az É pont környezete. 

2". A sík egy tetszőleges k körvonalának igazolhatóan a gömb egy É-re nem illesz- 
kedő K körvonala felel meg. E körök a síkot, illetve a gömböt két részre osztják; 
az — co pontot, illetve az É pontot tartalmazó részt nevezzük a kör külsejének. 

6 Komplex függvénytan — 44 -231/IV. 
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3". A sík egy tetszőleges ! egyenese (a z — co pontra illeszkedő köre) a gömb egy, 
É-re illeszkedő L körvonalába megy át. A sík két párhuzamos egyenesének (két, a z — co 
pontban érintkező körének) a gömb két, É-ben érintkező köre, a sík két, z, pontban 
metsződő egyenesének (két, a z, és a Z — co pontban metsződő körének) a gömb két, 
DP, és É pontban metsződő köre felel meg. 

4". A 2" és 3" összefoglalásaként megállapíthatjuk, hogy a síkbeli körök (köztük a 
Zz — co pontra illeszkedők is) gömbi körökre képződnek le, vagyis a sztereografikus lekép- 
zés körtartó. (Igazolását lásd a 2. példában.) 

57. A sík két, a szög alatt (za pontban) metsződő egyenesének megfelelő gömbi körök 
(a z síkkal párhuzamos érintősíkú) É pontban és így nyilván a P, pontban i is ugyancsak 
a. szög alatt metsződnek, vagyis a sztereografikus leképzés szögtartó. 


Példák 


1. Vezessük le a sztereografikus leképzésnél egymásnak megfelelő gömbi és síki 
pontok derékszögű koordinátáinak (£, n, C, illetve x, y, 0) összefüggését. 


Megoldás. A 20. ábra szerint OOP"AXPOÉA és OP" ÉA, A OPÉa, teháto" — 
— V£27- 7 és o — [22 —- )? jelöléssel €£ : 0" — o : 1, illetve (I — 2) :9 —1:o, vagy 


j 1, 
i t— ee, illetve 1—t — ? , 
2 
Összeadással 
, e A 1 53 1 ák 02 
1— 0 o 3 — 1 3] sz Sze s 
e e je (3 e 7 
Ebből 
NSB o 3 lú; e" 1 1 8 02 
0 Ir ef? és €sl SS el pezseg És 
Tekintve, hogy 


4, 


2 e [7 
s Exgz(i — 0 x és — —y - 1— 5 h 
szal FEL ÉS ggs SÉSE S )y 


20. ábra 


a keresett összefüggések így alakulnak: 


x e y sk DEZE 
IRéry TT irepyt "ir erg 


zi 
( szen 


vagy X-re és y-ra megoldva: 


4416 — 9 CIRG lt JERÉZ 
GŐ KOSZ et EGY A FR FE fal 
az utóbbinál figyelembe véve a 0? — (1 — €) ( körülményt. 
2 Igazoljuk, hogy a sztereografikus leképzés körtartó. 


Megoldás. A sík tetszőleges körének egyenlete 


A (x2 1. y) -BxtCytD-0 
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alakú (egyenes esetén A — 0). Sztereografikus képe az előző példa értelmében 


12 1 
At4BetCn4DA—-D-0€47-4[ 5] 


egyenletrendszernek tesz eleget, vagyis sík és gömb metszésvonalaként nyerhető. Ez kör, 
tehát leképzésünk valóban körtartó. 


8) Ponthalmazok. Tar- TD. Ponthalmaz- elméleti fogalmak, 
tományok és határaik Néhány ilyet felhasználunk a komplex függvénytanban, 
emel 17. A komplex számsík (számgömb) pontjainak 
egész halmazát jelöljük E-vel, valamely részhalmazát 
pedig R-rel. Az a)II"-hoz hasonló értelemben beszélhetünk az R ponthalmaz sűrűsö- 
dés (torlódási) pontjairól. Az R valamely pontját belső pontnak nevezzük, ha ennek egy 
kis (kör alakú) környezete is az R-hoz tartozik. 

2", Az R-et nyílt halmaznak (NN) mondjuk, ha csupa belső pontokból áll. Az IN 
nyílt halmaz K (INN) kerületi (határ-) halmazát az N olyan sűrűsödési pontjai képezik, 
melyek az /V-en kívül esnek. A K (IN) pontjai nyilván nem belső pontok, mert minden 
pontjának bármilyen kis kör alakú környezetébe /V-hez tartozó pontok is beleesnek, 


3". Az R-et zárt halmaznak (Z) mondjuk, ha minden torlódási pontját tartalmazza. 
Az N nyílt halmaz K (/W) kerületi halmaza is zárt. Az N nyílt és a K (IV) kerületi hal- 
maz N -- K (IV) összeghalmaza szintén zárt. Az N nyílt halmaz E — IN kiegészítő hal- 
maza zárt, a Z zárt halmaz E — Z kiegészítő halmaza pedig nyílt. 

4". Az R-et összefüggő halmaznak nevezzük, ha tetszőlegesen szétosztva két idegen 
(közös pont nélküli), nem üres (legalább egy ponttal rendelkező) halmazra, R.-re és 
R, — R — R.-re, vagy az R, tartalmazza az R, (bizonyos) sűrűsödési pontjait, vagy az. 
R, az R, ilyen pontjait. Ilyen halmaz pl. egy folytonos egyenes-, poligon-, görbedarab 
stb.; egy kör, ellipszis, négyszög stb. belseje — akár egyszer vagy többször ki- 
Íyukasztva — teljes vagy részleges kerületével együtt vagy enélkül. 

II". Tartományok és határaik. 1". A továbbiakban elsősorban 
összefüggő nyílt halmazok játszanak szerepet. Igazolható, hogy az ilyen halmazok bár- 
mely két pontja összeköthető a halmazban utó törött vonallal. Az összefüggő nyílt hal- 
mazt röviden tartomány nak nevezzük, és rendszerint T-vel jelöljük. 

Tartományt képez pl. egy kör, ellipszis, négyszög stb. belseje — akár egyszer vagy 
többször kilyukasztva; viszont nem képez tartományt pl. egy egyenes-, poligon-, 
görbedarab (mert nem belső pontokból áll), két egymáson kívüli kör belseje (mert nem 
összefüggő ponthalmaz). 

2". A T tartományhoz (összefüggő nyílt halmazhoz) a K (T) kerületet (kerületi hal- 
mazt) is hozzászámítva, aT 3 K(T7) —T zárt tartományt (zárt összeghalmazt) 
kapjuk. 

Zárt tartományt képez pl. egy kör, ellipszis, négyszög stb. belseje — akár egy- 
szer vagy többször kilyukasztva — teljes kerületével együtt (a Iyukak kerületét is bele- 
értve). 

37. A tartomány összefüggését különböző mértékűnek tekintjük, teljes kerületétől 
függően. A tartományt n-szeresen összefüggőnek nevezzük, ha teljes kerüle- 
tét n számú (külön-külön igen, de egymással nem) összefüggő ponthalmaz (görbe, 
esetleg pont) alkotja. 
6r 
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Ilyen értelemben egyszeresen összefüggő tartományt képez egy egyszerű (önmagát 
nem keresztező) zárt görbe belseje, pl. egy kör, ellipszis, négyszög stb. belseje; hason- 
lóan egy egyszerű, de csak a z — co pontban záródó görbe egyik oldalára eső síkrész, 
pl. az y 5 0 félsík; nemkülönben a teljes sík is, belőle 
egy pontot vagy egy egyszerű görbe ívet kirekesztve, 
pl. a2z—0 pontt, a—1] Sxal, y —0 egyenes- 


darabot stb. Kétszeresen összefüggő tartományt képez 

két egyszerű zárt görbe közé eső gyűrűszerű síkrész, 

pl. egy kör-, ellipszisgyűrű; a belső zárt görbe egy gör- 

beívre vagy pontra zsugorodhat, pl. a—1sxc1l, 

y — 0 egyenesdarabra, a z — 0 pontra stb. 

Az általunk vizsgálandó tartományok határa 

21. ábra minden esetben véges számú egyszerű zárt görbéből, 

egyszerű görbeívből (bemetszésből) és pontból áll (21. ábra). 

4", Gyakran szükség van a tartomány határának irányítására. Ezt úgy eszközöl- 

jük, hogy feltüntetjük a haladási irányt a teljes kerület (zárt görbék, bemets zések, pon- 
tok) olyan körüljárásánál, amelynél a tartomány állandóan, pl. baloldalt esik. 


Példák 
1. Jellemezzük és ábrázoljuk az alábbi tartományokat: 
A) Iz] 22; B 12—1]-t]2zi3§1i:ss$; O1s]jz—2 
D)]2—1]]2-t1I52; E) jzjJ Zoo 
Megoldás. Valamennyi egyszeresen összefüggő tartomány. Nevezetesen A) z — 0 


. 
, 


középpontú, r — 2 sugarú kör belseje; B) z, — 1 és z, — — 1 fókuszú, 2a — 4 nagy 
tengelyű ellipszis és belseje (zárt tartomány); C) z, — 2 középpontú, r — 1 sugarú 
kör és külseje (zárt tartomány); D) zz—lész,—— 1 fókuszújya —25]21—z, [7/4— 


— 1 állandójú lemniszkáta külseje; E) a teljes nyílt sík. 
2. Jellemezzük és ábrázoljuk az alábbi tartományokat: 


2 
A) Inz 50; B) Rez—0; OC Imz57Rez- I; 
D)D—2-CRezCI; EY) 0slmza2; F) jRez 51, [Imz! 52; 
G) Rez-£0, ha Imz 50; H) Imz-£0,halRez] S 1. 


Megoldás. Valamennyi egyszeresen összefüggő tartomány. Nevezetesen A) a felső 


2 
félsík; B) a jobb félsík a képzetes tengellyel; C) az y — zX 3- 1 egyenes feletti ferde 


félsík; D) az x — — 2 és x — 1 egyenesek közötti függőleges sáv; E) az y — 0 és az 
y — 2 egyenesek és közöttük levő vízszintes sáv; F) az x— —1,x—1,y— —2, 


y — 2 egyenesek határolta téglalap-terület; G) á pozitív képzetes féltengely mentén 
bemetszett z sík; H) a valós tengely — 1 — x — 1 szakaszán bemetszett z sík. 


3, Jellemezzük és ábrázoljuk az alábbi tartományokat: 


A)1Cc]2—1]€2; B 36]2—1]--]jz41je4; 


€) A KOMPLEX FÜGGVÉNYEKRŐL ÁLTALÁBAN a) II" 85 
$.4 3 1 
O12—1liIz41I5 7; D) Inz 50, j2—zd4dol 


Megoldás. Valamennyi kétszeres összefüggő tartomány, Mégpedig A) z,—i 
középpontú, r, — 1 és r, — 2 sugarú körök közötti gyűrűterület; B) z, — 1 és z, — 
— — 1 fókuszú, 2ay — 3 és 2a, — 4 nagy tengelyű ellipszisek és a közöttük levő gyűrű- 
terület; C) 2.— 1 és 22—— 1 fókuszú, a — 3/4 — j zi — zo J/4— 1 állandójú 
(két különálló zárt görbéből álló) lemniszkáta külseje; D) a felső félsík a z,—2i 
középpontú és r — 1 sugarú kör és belseje nélkül. 


4, Határozzuk meg az alábbi síki alakzatok sztereografikus gömbi képeit: 
A) z; B)—z; OC)z; D)2x—3y31—0; E)x2-hy2 3 2x—3y$1—0. 
5. Ábrázoljuk és jellemezzük az alábbi tartományokat: 
A) 12—2ijC1; Bh]2z—1]4izi41l]zs4; OC) Imz 52; 
DOsRezs3; EY 1C€1z31iC€3; F) Rez 50, ]I12z—2]51. 


6. Ábrázoljuk az alábbi tartományokat: 
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5! 1-7 Imz € 3; 


A) 1C€IlIz1€2, Rez50; B) 7 € are 


CC) 3€]2—1]- zt ek ÜZ eeée si D) zJ1C1—Rez. 


c) A komplex függvényekről általában 


I. Változási tartomány. 1". Egy mennyisé- 
get komplex állandónak nevezünk, és pl. zo-lal jelölünk, 
ha csak egyetlen komplex számértéket vesz fel; viszont 
komplex változónak mondunk, és pl. z-vel jelölünk 
egy mennyiséget, ha több, akár végtelen sok komplex számértéket vesz fel. A számsík 
(számgömb) E teljes ponthalmazában a z, komplex állandónak egy P, pont, a z komplex 
változónak egy R (esetleg maga az E) ponthalmaz felel meg, mégpedig kölcsönösen 
egyértelműen. Az R-et a z változási halmaznak nevezhetjük. Az R változási halmazhoz 
tartozó komplex számokat röviden z c R módon jelöljük. 

2". Az R változási halmazt képezhetik pl. a valós tengely n — 1, 2, 3, . . . abszcisz- 
szájú pontjai (/W halmaz) vagy a valós tengely egy xy c x — x2 szakasza. (X halmaz), 
vagy a számsík egy összefüggő nyílt ponthalmaza (T tartomány) stb. Az utóbbi fontos 
esetben a z változó T változási tartományáról beszélünk, 

II". Kkomplex függvények és fajaik. 1". A w komplex változót a z 
komplex (vagy valós) változó függvényének mondjuk, ha valamely utasítás az R 
változási halmazhoz tartozó z komplex (vagy valós) számok mindegyikéhez egy-egy, 
esetleg több-több meghatározott w komplex számot rendel. Jelekkel: 


e —f(2),. ZER (1) 


2". A z-t független változónak vagy argumentumnak, a w-t függő változónak vagy 
függvénynek nevezzük. Az R-et, vagyis a z változási halmazát a w — f(z) függvény 


a) A komplex függvények 
értelmezése és fajai 
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értelmezési halmazának, a 0O-t, a w változási halmazát a függvény értékhalmazának 
nevezzük. Ha az R-hez tartozó z számok mindegyikéhez csak egy-egy w érték van ren- 
delve, akkor a w — f(z) függvényt az R haimazban egyértékűnek, egyébként több- 
értékűnek mondjuk. A továbbiakban az f(z) függvényt — hacsak másként nem nyilat- 
kozunk — hallgatólagosan egyértékűnek tételezzük fel. A w és a z egymáshoz rendelé- 
sét megszabó utasítás rendszerint képlet formájában áll rendelkezésre (mely nem fel- 
tétlenül zárt alakú, vagyis a z-re véges számú algebrai műveletet kijelölő); olykor táblá- 
zat vagy grafikon tartalmazza az említett utasítást. 

3". A w — f(z) geometriailag a számsík (számgömb) R ponihalmazának O pont- 
halmazára való leké pzését határozza meg. A szemléletesség kedvéért rendszerint 
két számsíkot (számgö mböt) alkalmazunk az R és a 0 halmaz pontjainak, görbéinek 
ábrázolására, mégpedig az ún. z síkot vagy az x egyenest (a z gömböt vagy az x kört) 
és a w síkot (gömböt). 

3". Ha a w — f(z) függvény R értelmezési halmaza az I" 2" említett speciális halma- 
zok valamelyike, akkor az R — IV esetben 


w. n7 1, 2,8,... (1) 


komplex számsorozatról, az R — X esetben 
wa 1(xX) ax SX xs (2) 
valós változós komplex függvényről, végül az R— T esetben 
wz. fiz), - 2eT (3) 


komplex változós komplex függvényről beszélünk. A komplex számsorozatokról már 
szólottunk az a) a)-ban;?t a valós változós komplex függvényekről a d)-ben fogunk 
megemlékezni; tt végül a komplex változós komplex függvényekről lesz szó — az e)-n 
és f)-en kívül — könyvünk túlnyomó részében. 

II. Inverz és összetett függvény. 1.A wa f(z), z CR (direkt) 
függvény inverzét jelöljük 


z-p(w, w co (4) 


módon, sőt a függő és független változó szokásos jelölésének megtartása céljából rend- 
szerint még betűcserét is végrehajtunk: w — gp(2), z c 0. A z — p(w) inverz függvény 
geometriailag a O halmaz leképzését határozza meg az R halmazra. A z — p(w) is lehet 
egy- vagy többértékű. 

A későbbiekben fontos szerepet játszik a z és w változók közötti kölcsönösen 
egyértelmű (más néven egyrétű) függvénykapcsolat; akkor beszélünk ilyenről, ha 
mind a w — f(2), z CR direkt függvény, mind a z — p(w), w c O inverz függvény egy- 
értékű, következésképpen különböző z-khez különböző w-k tartoznak, azaz 


Hz) SI(Z2 ha z. Zs (5) 


Az ilyen függvénykapcsolat geometriailag az R és a O ponthalmaznak egymásra való 
kölcsönösen egyértelmű (egyrétű) leképzést határozza meg. 


$ Ott a za jelölést alkalmaztuk. 
$x Ott — célszerűségi okokból — a z — z2(t), t, S ( S ta jelölést fogjuk alkalmazni. 
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2". Több (explicit képletével adott) egyszerű függvény, pl. 
E — €(2), w—w(0), w— w(o) (6a) 
ZER, EM, was, waco 


láncolatát mint az első független változó (2) és az utolsó függő változó (w) közvetett 
kapcsolatát — a közvetítő változók kiküszöbölése útján — közvetlen kapcsolatba, még- 
pedig egyetlen (explicit képletű) összetett függvénybe lehet tömöríteni, pl. 


w — wío[E(2) 14 — f2) (6b) 
(ze R, . a) 
Geometriailag nyilván az R ponthalmaznak pl. a 
ROM, MS, §-60o0 


egyszerű leképzések láncolatán át a 0 ponthalmazra való közvetett leképzéséről, illetve 
az R-nek a O-ra való 


R7e 


közvetlen, de összetett leképzéséről van szó. 


d) Valós változós komplex függvények 


a) A függvény és foly- I... A függvényről általábam 1. 4g 
tézesá ze JORDAN komplex változót a t valós változó függvényének 
görbé 


mondjuk, ha valamely (rendszerint képlet formájában 
megadott) utasítással egy (a, b) értelmezési interval- 
lumba eső t értékek mindegyikéhez egy-egy (esetleg több-több) meghatározott z komplex 
számot rendelünk. Jelekkel: 


z-z(), azta b (1) 
Általában egyértékű függvényekre fogunk szorítkozni. A függvény értékhalmazát 
jelöljük O-val. ; 
2", Írjuk fel a z — z(2) függvényt algebrai, illetve exponenciális alakban: 
x 3 iy — x(t) 13-i yt), illetve r eir — r(t) eir, (2a) 
A két oldal egyenlőségéből következik, hogy 


cédzátás tál ETT Ld 


; (2b) 
y-—yW p — pl) 


vagyis a valós változó komplex függvénye egyenértékű ugyanazon valós változónak egy 
(rendezett) valós függvénypárjával. 

3". Fontos szerepet játszik a II"-ben a z és t kölcsönösen egyértelmű, más néven 
egyrétű függvénykapcsolata. 
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Hasonlóan gyakran lesz dolgunk pl. z — z(2), € — €(z), w — w(t) alakú függvény- 
láncolattal, illetve belőle w — w (E [z(2) ]) módon összetett függvénnyel, 

4". A z — z(t) függvény geometriailag az irányított (balról jobbra befutott) a — tcb 
intervallumnak egy irányított síkgörbére való leképzését határozza meg; az (1)-et a 
síkgörbe komplex egyenletének, a (2b)-t pedig paraméteres (mégpedig derékszögű, 
illetve polárkoordinátás) egyenletrendszerének nevezzük. Bizonyos tulajdonságú sík- 
görbék, az ún. zárt JORDAN-görbék gyakran fognak szerepelni a továbbiakban, 
pl. mint tartományok határai. 

5". A z — z(t) függvény fizikailag is interpretálható. Leginkább időben (t) változó 
kétdimenziós vektormennyiségek (z) leírására használjuk. Így pl. síkbeli pontmozgás, 
rezgés, változó áram és feszültség stb. leírására igen előnyösen alkalmazható, amint 
erről lesz alkalmunk meggyőződni." 

A z — er! függvény (ahol p komplex) pl. a tranziens jelenségek tárgyalásánál hasz- 
nálatos LAPLACE-transzformációban szerepel az integrál ún. magjaként."" 

II. Határérték. Folytonosság. 1". Legyen a z — z(t) egy, at) co 
hely bizonyos környezetében (de magán a tg helyen esetleg nem) értelmezett függ- 
vény. E függvényről azt mondjuk, hogy t — t, — 0), illetve t 5 t, -- 0 határátmenet- 
nél 29, baloldali, illetve zo, jobboldali véges határértékhez tart, jelekkel: 


lim 2(t) — 294 :A oo, illetve lim 2(t) — 29;:£ co, 
1—t—0 1 to-0 


ha bármilyen kicsiny € 5 0-hoz található olyan ö, 5 0, illetve ő ; 5 0, hogy 
Iz(£) — 294] Z e, amennyiben 0 CT tp— t CÖ;, 
illetve (8) 
I z(t) — 29, ] C 8, amennyiben 0 CT t— ty) CÖ,. 
Általában 294 -£ 29. 
Ha speciálisan 
294 — 29 — 20 7 lim z(2), " (4a) 


tot, 


és ennek megfelelően (a ö, és a ö; kisebbikét ö-val jelölve) 
Iz(2) — zo] Ce, amennyibn 0 Cjt—t,]Cö, (4b) 


akkor z9-t a z(t) függvény t, helyre vonatkozó (a határátmenet módjától független) 
határértékének nevezzük. A (4b) geometriailag azt követeli, hogy a z — z(t) at 
tengely ta helye ő környezetének minden pontját (magát a t-t esetleg nem) a z sík z, 
pontjának előírt c környezetébe képezze le. 
A 20 — x, tiyo — ro eire jelölés mellett a 
29, — lim z(2) 


tot, 


komplex határérték kimutathatóan egyenértékű az 


xo — lim x(2), yo — lim y(2), (4c) 


tot 1ot 


. § e) és a 2. § g) helyen! 
§ /) helyen! 
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illetve az 
ro — limr(2), polim p(2) (hacsak z, -£ 0) . — (4dy 
1t, 11, 


két valós határértékkel. ; 

2". Legyen a z — z(t) egy, a tp 5 co hely bizonyos környezetében (magán a ty 
helyen is) értelmezett függvény. E függvényt a t, helyen folytonos nak mondjuk, 
ha létezik e helyre vonatkozó véges határértéke, és ez megegyezik az ottani függvényérték- 
kel; jelekkel: 

lim z(t) — z(t)), (5ay 


tot 


vagy a növekmények felhasználásával: 
Az — z(t) — z(to) — 0, ha 4t—t— tp 5 0, (65b): 
A t, helyen folytonos függvény tehát bizonyos környezetben előállítható 
z(t) — z(to) -- e (to. 2) (50) 
alakban, ahol e (ét), t) — 0, amikor t — t) — 0. A ty — co esetet itt mellőzzük. 


Ugyanúgy, mint a valósban, az a — t b zárt intervallumban folytonos függvény 
ott korlátos is, azaz található egy olyan M — oo állandó, hogy 


Iz(2 1 E M, hacsik astcb (6) 


A folytonos függvények egyéb tulajdonságait itt nem ismertetjük. 

A továbbiakban olyan függvények vizsgálatára szorítkozunk, amelyek értelmezési 
intervallumuk minden pontjában folytonosak. 

III". JoRpan-görbék. 1". Legyen a z — z(2) függvény az a st cb zárt 
intervallumban folytonos s így korlátos is; továbbá legyen ott a függvény inverzével 
együtt egyértékű, azaz ty -£ ts esetén Z(t) — z(to). Ekkor az a z t — b intervallum 
és az — Z(t) egyenletű folytonos görbe egymásnak kölcsönösen egyértelmű képei. Az ilyen 
tulajdonságú görbéket nevezzük JoRDpaN-görbéknek (-íveknek). Ha speciálisan 
z(a) — z(b), de egyébként t, -£t, esetén z(t) -— z(to), akkor zárt JORDAN-görbék- 
ről beszélünk. 

A JoRDpan-görbék a legkülönbözőbb alakúak lehetnek. JoRDAN-görbe pl. 
egy egyenesdarab, egy magát nem keresztező poligonvonal stb.; zárt JOoRDAN-görbe 
pl. egy kör, egy magát nem keresztező zárt poligon stb. 

Megjegyzendő, hogy a JoRDAN-görbék nem feltétlenül mérhető ívhosszúak. 

27. A z — z(2, ast — b függvény említett korlátosságának megfelelően a G 
JoRDAN-görbe korlátos ponthalmaz. A zárt G JoRpan-görbe mint ponthalmaz is 
zárt, míg E — G — N kiegészítő halmaza nyílt. 

A Jonrpan-féle görbe-tétel szerint egy zárt G JoRpan-görbe E—G—N 
nyílt kiegészítő halmaza két tartományból áll (IV, N, — N — N;), és G mind a kettő- 
nek határa [G — K(/IW,) — K(W,) 1]. Az N, és IV, közül az egyik korlátos, a másik 
nem; az elsőt a G zárt görbe belsejének, a másodikat pedig külsejének nevezzük. 

3. Néhány további egyszerű tétel a JoRDAN-görbékkel kapcsolatban: 

Egy zárt G JoRpDaAN-görbéhez képest idegen R összefüggő halmaz vagy egészen a 
G belsejében, vagy egészen a külsejében helyezkedik el. 
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Ha tehát R-nek mind a G belsejével, mind pedig külsejével van közös pontja, 
-akkor a G-vel is van közös pontja. 

Ha egy T tartomány K(T) határa egy zárt G JoRDAN-görbe, akkor 7 egyszeresen 
összefüggő; az E—T kiegészítő halmaz szintén összefüggő. 
Példák 


1. Írjunk fel néhány valós változós komplex függvényt ! 
Megoldás. A) 2z—el, —g St-Z mr; 
B) z — eletibti, — co Ct. co, a és B valós;? 


C) z—aeit-4-be-i, 0-£t c 2m, a és b pozitív valós; 


1731 t 
DIES g? 2(00)——1, — co Ct2 oo. 
2. Írjuk fel az előbbi valós változós komplex függvényeket valós változós valós 


függvénypár alakjában ! 

Megoldás. Az első 3 függvénynél az EuLER-relációt alkalmazzuk, majd a jobb és 
"bal oldal egymásnak megfelelő részeit egyenlővé tesszük. 

A) x 1-iy — cost 3-isint, tehát 


"x— cost, y —sint; 
"vagy másként: 
reiv — leit, thhát r— 1, p—-t, 
ahl—gatda ea. 


B) x 4- iy — e"! (cos 8 t -- i sin 8 £), tehát 


xszettéosbt, ysetádúbtz 
"vagy másként: 
r eig — est eibt, tehát r — ert, p — Bt, 
ahol — co Cat 00. 


C) ség ez tülcos t Léda d Blkos te táj 


— (a 7- b) cos t -- i (a — b) sin t, 
tehát 
x — (a 4-b) cost, y — (a — b) sint, 
ahol 0 cz t — 27. 
D) A nevező konjugáltjával szorzunk, majd szétválasztjuk a függvény valós és 
képzetes részét. 


8 s Es ) KESÉSE A RAM ET — 92 — 9[ 
egett Be zt gyz 
ö 1—t —i—t 1 7-8 17-é 17é 
következésképpen 
e bet kü 2t 
! erett dl urr-1/ 
ahol — co Tt 2 co, továbbá x(o0) — — 1, y(c0) — 0. 


§ L. a 3. §-ban a w — ez függvény vizsgálatát. 
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3. Kölcsönösen egyértelműek-e (egyrétűek-e) az előbb. tárgyalt függvénykapcso- 
latok? 


Megoldás. A) A z—ei egyrétű a —n Gt Ca x (vagy pl. a Oszt 27) 
szakaszon, de nem ilyen pl. a —x s t C 2x szakaszon, mert pl. 


B) A z — ed eiPt egyrétű az egész (nyílt) t tengelyen, mert tetszőleges st 4 te 


esetén a 
p(to) — p(t)) — 8(t2—t) —2kn 
egyenlet teljesülhet ugyan, de 
r(to) — r(s) — est: — est -£ 0. 


C) A z—aeit 3 be-it egyrétű a 0 —t— 2x (vagypl.a — mm St m) sza- 
kaszon. 


D) A z — 


[d 
Ava 17 Z (c0) — —1 függvény az egész (zárt) t tengelyen egyrétű, mert 
Ég 
tetszőleges ty -£ t, esetén 

EZÉS 7, sek —2t —2t 

0, y(t t) — — — — 740. 
TRE IZE 170, y(t) — v() s EEC 


4. Vizsgáljuk meg az alábbi függvényeket a megadott helyen határérték szempont- 
jából: 


X(t9) — x() — 


sz. zők 1 
A) 2—td-isin— , ty — 0; AZz-ttgon 19 — 1; 


pe ú 
B) 2—t3-ie—2 t—2; DY2z—tFi—  ,t—0. 


Megoldás. A) A me 110) határérték nem létezik, de még a lim z(2) és a lim z(2) 
0 15—0 
jobb oldali, illetve bal "oldali határérték sem, minthogy a t 6 ej 0 és a t — — 0 határ- 


1 
átmenetkor a sin 7 függvényértéke végtelen sokszor oszcillál —1 és 1 között anélkül, 


hogy valamilyen rögzített értékhez tarozna. 
B) A lim z(2) határérték ugyan nem létezik, de létezik a 
éji ha Kt 
lim a-iet — co és a lim 12 ie] —2 


152--0 152—0! 


jobb oldali (végtelen), illetve bal oldali véges határérték, 
C) A lim z(2) határérték létezik (és végtelen), lévén 


11 3 
Tim [7 T— sző égi 


1651 
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D) A lim z(2) határtérték létezik (és véges), lévén 
150 


, sin t at SILÉ e az 
t 4-i Szt Ta St 


1560 


vegza 
5. Igazoljuk a definíció alapján, hogy 


t—i 
A) limeit—1; B) lim — —l. 
ász ú ulfsis; 5Ft 


Megoldás. A) A II" 1" értelmében azt kell megmutatni, hogy tetszőlegesen kicsiny 
e 5 0-hoz található olyan ő — 0, hogy 


Jeit — 1 ] Z e, amennyiben ] £ ] CT ö. 


Az EuL ER-reláció és trigonometrikus azonosságok felhasználásával írható, hogy 


let—1]1— cost i sin t— 1] — [/(cos zt — 1)? -- sin? ( — 
szé, 5 sa Ű seb] 
— [2 — 2 cos t— [/dsin2—— 2] sin — ( — e. 
2 2] 


E követelmény akkor teljesül, ha 


2 sin 5. ae, azaz t 2 2arcsin 5, 


továbbá 


s. ft are 
2sin5- 5 — e, azaz t 2 —2arcsin 5-, 


feltéve, hogy e cc 2. A keresett ő a korlátok közös abszolút értéke, vagyis 


Öö — 2 arcsin £ mez 


5! sőt e g 1 esetén ő /3 e. 


B) Ez esetben azt kell megmutatni," hogy tetszőlegesen kicsiny e 5 0-hoz talá- 
ható olyan N — 0, hogy i 


j ké ; —1 cs amennyiben [4] 5. N. 
Írható, hogy 
ESELEST TÁ ESNI isztelt VONOM.) 
1£-HI LL" h E4pE TEST 


E követelmény akkor teljesül, ha 
VE 
£3i 


0. UL. bővebben az e) a) III" helyen. 


2 
2 €, azaz gs lés ú és 
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továbbá 


ve Í ve 


ee eeéea sétát zeke zzák; 
ESEN e, azaz Lt 5 


A keresett ő a korlátok abszolút értékei közül a nagyobbik, vagyis 


6. Állapítsuk meg, hogy milyen irányított síkgörbéket határoznak meg az Il. és 2. 
példában vizsgált valós változós komplex függvények. Keressük meg esetenként a t 
változó (paraméter) geometriai jelentését. 

Megoldás. A) A z — et, illetve az x— cost, y—sint, ahol —nsst—Cm, 
nyilván a 2z(—x) — —1 pontjából kiindulva, pozitív értelemben egyszer befutott 
(2]1— 1 egységkör komplex egyenlete, illetve paraméteres egyenletrendszere. A t 
a z helyzetvektor arkuszát jelenti. 


B) A z — e(rrib)t, illetve az 7 — er, p — Bt, ahol — co Tt I 3 co, nyilván 


az r— eb " poláregyenletű logaritmikus spirális komplex egyenlete, illetve para- 
méteres egyenletrendszere. Ha B 5 0, akkor a z pont pozitív értelemben futja be a 
görbét, mégpedig a 50 esetén a z (— co) — 0 (aszimptotikus) pontból kiindulva 
és növekvő rádiuszvektorok mellett végül a Z (3- c0) — co (aszimptotikus) pontba 
beérkezve, a a 0 esetén pedig fordítva; ha 8 C 0, akkor a görbe befutási értelme 
negatív. áss 
Egy körülfordulás alatt a rádiuszvektor nyilván A — e F-szorosára változik. 
Ha a. —, 0, akkor A — ev — I, z — eift, vagyis a logaritmikus spirális az egységkörbe 
megy át. A t paraméter láthatóan a z helyzetvektor arkuszának 1/8B-szorosát jelenti, 
C) A z— aeit 3-be-it, illetve az x — (a -3- b) cost, v—(a— b sint, ahol 
0 st — 2x, nyilván az 

x2 y 
PESSEANET SERES EK ERSE ANNE 

(a-b?  (a—b$ 
normál egyenletű ellipszis komplex egyenlete, illetve paraméteres egyenletrendszere. 
Az ellipszis féltengelyei A— a-1-bés B—]a—bi!, mert a és b pozitív valós. A 
körüljárási értelem a 5 b esetén pozitív, a CT b esetén pedig negatív, lévén ez utóbbi 
esetben y — (b — a) sin (—2). A görbe kezdőpontja a z(0) — a -4- b tengelypont. 
A t jelentése láthatóan 


(a -- b) y 
t—aretg l. 
arctg bj 
tet ez Lexé 2t 
D)A z — 1—g etve az x — I Te YE TR! ahol — co Et 7 oo, 
láthatóan az x? -- y? — 1 normálegyenletű egységkör komplex egyenlete, illetve para- 
méteres egyenletrendszere. A z ponta z (— co) — — 1 pontból kiindulva, negatív 


értelemben egyszer járja körül a görbét. A £ jelentése (x — cos p, y — sin p értel- 
mében) 
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Ze Vizsgáljuk meg a 4. példában tanulmányozott függvényeket, a megadott helyen, 
folytonosság szempontjából. 


11 2 
Megoldás. AJ) A z—t--isin — , függvény a ty — 0 helyen sem értelmezve nincs 


(mert 0-val nem öszíhattnk), sem határértékkel nem rendelkezik, így ott nem lehet 


folytonos. 
1 


B) A z—t- iet—? függvénynél a tt — 2 helyen hasonló a helyzet; [a jobb 
oldali (végtelen) és bal oldat (véges) határérték létezése nem változtat a helyzeten]. 
C) A 2—t7 fű sség - függvény a tt — 1 helyen nincs értelmezve; határ- 


értéke létezik ugyan, de végtelen; függvényünk tehát a t, — 1 helyen nem folytonos. 
KÁN Í 
D) A z — t 7- iz függvény a t) — 0 helyen nincs értelmezve (mert 0/0 


értelmetlen), s ezért ott — bár létezik véges határértéke — nem folytonos. 
Ha azonban az értelmezést 


z (0) — lim z(d —i 


t60 
módon kiegészítjük, ezzel a függvényt a t, — 1 helyen folytonossá tesszük. 


8. Írjuk fel néhány A) nyílt és B) zárt JoRDAN-görbe egyenletét. Az utóbbiakon 
szemléltessük a III" 27-ben és 3"-ben megismert tételeket. 


Megoldás. A) Nyílt JoRDAN-görbék pl.: z — t ei", —5 — t c 2 egyenesdarab; 
zsreit, 0 ta x félkörív; z — aejt 3—-be-i, 0 stee x/2 negyed ellipszisív; 
z — eletibt, 0 c t c 10 z logaritmikus spirálisív. 


B) Zárt JoRDAN-görbék pl.: z— reit, —x — t c ax körív; z — a eit -- b ezit 
0 a t c 27 ellipszisív. 


Mutassuk meg e G görbék belsejét, külsejét; állapítsuk meg az utóbbiak össze- 
függésének hányszorosát, korlátos vagy korlátlan voltát; nézzük meg a G-hez képest 
idegen tartományok elhelyezkedését stb. 


B) A függvény de- 
riváltja, integ- 
rálja 


IT. A derivált és szemléltetése. 1". Legyen 
z — z(t) egy, a t,-- co hely bizonyos környezetében 
(magán a t, helyen is) értelmezett függvény. A (határát- 
menet módjától független) 


Tim z0) — 1 —z() im Az 


t—síó ÚETg 450 A 


— im És tbe ar] 7 (9 -k ij(tg) 0) 


határértéket — ha egyáltalán létezik és véges — a z — z(t) függvény t, helyen vett 
deriváltjának vagy differenciálhányadosának nevezzük, magátaz — z(2) függvényt 
pedig a t, helyen differenciálhatónak mondjuk, 
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A derivált definíciója tehát — s vele együtt a differenciálási szabályok — ugyan- 
azok, mint a valósban. 

Ha a At —, 7- 0, illetve At —; — 0 határátmenetkor különböző véges határérté- 
keket kapunk, akkor a t, helyen nem beszélhetünk (a tágabb értelemben vett) deri- 
váltról, csak a (szorosabb értelemben vett) jobb- illetve baloldali deriváltról, 


2". Ebből következik, hogy 


A jé 
ete. z(t)—etto A), ahol Jim elt 4) — 0; 


a t, helyen differenciálható függvény növekménye tehát bizonyos környezetben elő- 
állítható a 


Az — 2(to) At -- e(t, At) At (8a) 


alakban. Ha [At] igen kicsiny, akkor a At-vel arányos 
dz — 2(t) At rész, a függvény ún. differenciálja a Az 
növekmény főrésze (hacsak z(to) -£ 0), az e(t, At) pedig 
a Az elenyésző része; jelekkel: 


Az F3 z(to) At — dz, ha AtFs 0. (8b) 


3", Geometriailag a Az a z — z(t) görbe z(t)) pont- 
jától a z(t, -- At) pontjába vont húrvektort, a Az/JAt 
a görbe ugyanezen pontjaira illeszkedő és a görbe 
nagyobb t paraméterű pontjai felé mutató szelővektort 
jelenti; ha ez utóbbi a (tetszőleges módon végrehajtott) 
At —, 0 határátmenetkor a z(t,) pont körül forogva egy 
z(t,) 5£0 határvektorba megy át, ezt a görbe z(t) 22. ábra 
pontjához tartozó érintővektornak nevezzük 
(22. ábra). Eszerint a 2(t)) At a Az húrvektor érintőleges összeadandója. A z (t)) — 
— Ti z(to) nyilván a görbe z(t,) pontjához tartozó normálvektor. 

Ha a At —, -- 0, illetve a At — —0 határátmenetkor különböző határvektorokat 
kapunk, akkor a t, helyen csak jobb-, illetve baloldali érintővektorról beszélhetünk. 

A görbe azon z(t ) pontjai, ahol z (t ) — 0, és így az érintővektor értelmetlenné 
válik, olykor kitüntetett geometriai tulajdonságú, ún. szinguláris pontok; máskor 
viszont nincs különösebb jelentőségük, csak kedvezőtlen paraméter-választás miatt 
jelentkeznek. 

4", A továbbiakban csak ún. szakaszonként sima görbék fognak szerepelni. Ilyen 
görbét határoz meg egy z — z(z2) függvény, ha az at c b intervallumban — a 
véges számú a—t), Cty CC... Ct,—b hely kivételével — mindenütt zérustól 
különböző, folytonos deriválttal, a kivételes t; helyeken pedig jobb és bal oldali derivált- 
tal (az a és b kelyen csak az egyikkel) rendelkezik. 

A szakaszonként sima görbék mérhető ívhosszúságúak. 

Az ívhossz az ismert 


213 [dt - (VET át 
to to 
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formulával számítható. Az integrált felső határa szerint deriválva, kapjuk, hogy 


Az ívhossz szerinti derivált — a láncszabály alkalmazásával — 


pe. dz dzs FA Első 
zt gt dt TzT ú 


.ez geofnetriailag az érintő-egységvektort adja. 

II. Magasabb rendű deriváltak. TAYLóR-sor. 1." A zt(2) 
függvényre alkalmazva a (7) definíciót, a z (2) függvény második, z (2) jelű deriváltját, 
erre alkalmazva a (7)-et, a z(t) függvény harmadik 7 (2) jelű deriváltját kapjuk, s í.t. 
E magasabb rendű deriváltaknak már nincs különösebb geometriai jelentésük. 

Az ívhossz szerinti második derivált 

po dt a ag sg A 
BT új E "ie vég 
vagyis abszolút értéke a z(t) görbe görbületét, iránya pedig a görbe normálisát szolgál- 
tatja a t paraméterű pontban. 

Ha valamely s, c s 52 görbeszakaszon a o(s) (görbületi sugár) folytonosan 
változik, akkor folytonos görbületű, ha még a o"(s) is folytonos, akkor sima görbületű 
görbeszakaszról beszélünk. 

2". Ha a 2(2) függvény t,-nál n-szer differenciálható, akkor a t, kicsiny környezeté- 
:ben jól közelíthető a 


T(0 — zt 4 te— ég égne EDC (gége 
"TAYLoR-polinommal; a hibakorlát 
to] n--1 
H 7 —-T (d — (1-1) ; 
n(2) —]z(2 ndi — 7 Z (7) 1. tö n. Ti 


Ha a z(t) függvény t,-nál akárhányszor differenciálható, és bizonyos ! t — t) ! CR 
környezetében H (t) S 0, midőn n —; 00, akkor a z(2) ate környezetében konvergens 
TAYLoR-sorba fejthető, azaz I 


00 (k 
20 — 9—zp-t—tgy  1t—t] CR. 
KZO 


Ha a z(t) függvény valamely t, — t — t, szakasz minden pontja körül konvergens 
TAYLOR-sorba fejthető, akkor a z(2) függvényt és a neki megfelelő sík görbét e 
"szakaszon analitikusnak nevezzük. 


III. Határozatlan és határozott integrál. 1", A határozatlan 
"és határozott integrál fogalma, valamint a kettő kapcsolata ugyanaz, mint a valósban. 
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A z — z(t) függvény (t bizonyos intervallumára vonatkozó) határozatlan 
integrálján azon (egymástól nyilván csak additív konstansban különböző) ún. 
primitív függvények ös szességét értjük, melyek deriváltja z(t) ; jelekkel 


J z(ddt—Z()-C, ahol ha 170 KB c — 2(0). 9) 


A Z — Z(t) 3- C függvényseregnek geometriailag síkbeli, ún. integrálgörbe-sereg felel 
eg; ennek görbéi egymástól tetszőleges (C vektorú) párhuzamos eltolással állíthatók 
elő. Az a € t a b szakaszon folytonos függvénynek ott létezik határozatlan integrálja, 
2". A z — z(2) függvény a stzizsb szakaszmenti (RIEMANN szerinti) hat á- 
rozott integrálját az ún. RIEMANN-összeg határértékeként értelmezzük: 


b 


im S z(r) At — fe dt, (10) 


max 440077 
a 


ahol 
a—tat ZT... .Zt,s b, At;— tj4j— ti; t, ST, Stay 


feltéve, hogy e határérték egyáltalán létezik, véges és független a At; beosztástól, 
valamint a T; pontok választásától. 


Az a stb szakaszon folytonos vagy akárcsak részszakaszonként folytonos 
függvénynek" létezik e szakaszmenti határozott integrálja. 


3". Ha a z — z(t) függvénynek az a z t £ b szakaszon egyaránt létezik határo- 
zott és határozatlan integrálja, akkor a kettő összefüggése az integrálszámítás alap- 
képlete szerint: 


b 
I 2(£) dt — [Z(2) 4 CT — Z(b) — Z(a). (11) 


a 
IV". Paraméteres, improprius integrál. LAPLACE- és FOURIER- 
transzformáció, 1". A z(t) függvény 
a j ti 0 


[z(ddt, — fz(to9dt, — [2 5) dt 

to f da 
alakú integráljait rendre improprius, paraméteres és improprius-paraméteres integrálnak 
nevezzük. Ezen integrálok főbb sajátságai, tételei tekintetében sorozatunk A. V. 
Határozott integrál c. kötetének 10. és II. §-ára utalunk. 


2". Felhívjuk a figyelmet a z(2) függvény most említett improprius-paraméteres 
integráljának két jellegzetes, a műszaki alkalmazások területén nagy fontosságú típu- 
sára. Az egyik a 


269) —L [2091— [/2(2 e—s dt 
o 


$ L. bővebben : A. V.t 1. § b. 
7 Komplex függvénytan — 44 231/TV. 
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alakú, ún. LAPLACE-transzformáció, ahol s — r 1 io komplex paraméter, a timásik 
pedig a 
Z(io) —F Íz(91— [20 eiet dt 

Ö 
alakú, ún. FOURIER-transzformáció, ahol i o tiszta képzetes paraméter. 

Tekintettel e transzforimációknak a komplex függvénytannal való szoros kapcsola- 
tára, néhány példa, alapvető formula és bizonyos automatikai alkalmazás erejéig? 
már e kötetben ízelítőt adunk belőlük, míg e transzformációk részletes tárgyalása 
és sokoldalú műszaki alkalmazása sorozatunk C. I. Operátorszámítás c. kötetében 
tanulmányozható. 


P. él dák 
1. Határozzuk meg a definíció alapján az alábbi függvény deriváltját a megadott 
helyen. 

A) z — elatibt, t-t; B) PRG éazázttek VÉT 


. , 


i—t 

Megoldás. Az I" 1" értelmében 

e(a7-ibB) (tott) —. e(a-iB)to 
At é 


A) z (to) — lim — (a -- i B) eleridto. 
Zoo 


.  elatibét 1 i 
MT OR TETT ÉBÁ SEK ÁáSÉL E 
fi ton A 
ahol felhasználtuk a 
5 ela ti) 4 az 


amo (a FIBJAT 


határértéket. 
ZTNÁZÉŐ 1-1 
3 .  i— j—1 .. (32) (G—1—(i7- 1) (i—9 
BZ aga E ke éz ereje ES JENZEKŰ vsz 
ÖNLETNOT TEN ES e EG EZ 
5 2i 2i 
— lim 


n10—9) €—9) Gent 


2. Állítsuk elő a z — t -4 it függvény növekményét a tg hely környezetében 
majd vizsgáljuk viselkedését At 7 0 esetén. 


Megoldás. A növekmény 


Az — z (to 4 Ag) — z(to) — I(tg -k Az) -- i (ta —- 49? ] — (tg -- i 45) — Az 7- 
Fi (32 At -- 349 42? -- At?) .— (1 -- i 325) Az -- i (349 At 3- 42?) At, 


$ L. e pont példáit, valamint a 3. § f) a) pontot. 
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tehát valóban a (8a)-hoz hasonló alakú. A differenciál 


dz — z(to) At — (1 3- i 38) At. 
Ha At "7 0, akkor 


e(tos AZ) — i(3t, At AB) 
z(t) 1-4 i32 


A 0, 


tehát valóban a Z(t)) At a Az főrésze, az e (to, AZ) At pedig elenyésző része, azaz 
Az dz, a (8b)-nek megfelelően... f 


3 Határozzuk meg az alábbi komplex egyenletű görbék érintő- és normálvektorát 
a t, paraméterű pontban: 


A)  2—zd-reit; B) 2z—aet3 be-riü; C) z — em — eletibt, 


Megoldás, A 1 3" értelmében a z(t) derivált, illetve i-szerese határozza meg a 
keresett érintő-, illetve normálvektort. 


A) Az érintő- és a normálvektor 


. (tg) — ir ete — i [z(t) — 20], z(t) — — izt) — [z(t) — 29] 
alakú, ahol a z(t)) — z, nyilván a kör z, kö- 
zéppontjából a körív z(t,)) pontjába vont (su- y 
gárirányú) vektor. Az érintő- és a normális 
egyenes komplex egyenlete a (9) szerint 
w (u) — z(t) -- u z(t), 
w,(v) — z(t) -- v z (t). 
B) Az érintő- és a normálvektor 955 
2(tg) — i (aeito — b e— io), 
z (t) — (aeit — bei) 
Az a eit 3- b ezit összegvektor tehát az ellip- 
szis t) paraméterű pontjának (zt)  hely- 
vektora, az aeit — be-ít különbségi vek- 23. ábra 
tor pedig a z(éz)) ponthoz tartozó normál- 


vektor (a 23. ábra szerinti szerkesztés esetén nemcsak irány. szerint helyesen, hanem 
éppen a kívánt helyen)." 


Ez szép példa arra, hogy a komplex egyenletből olykor célszerű szerkesztési 
utasításokat lehet kiolvasni. 


C) Az érintővektor 


a stat 
£50e€rbe 


29" 


z (t)) — a erto — a 2(t,). 
A logaritmikus spirális érdekes tulajdonsága, hogy érintő- és helyzetvektora 
állandó szöget zár be, lévén 


2 
Öö — afc— — arc a — arctg já — const, 
Zz a 
t§t L. a szerző idézett cikkét. 


me 
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4. Vizsgáljuk meg az alábbi komplex egyenletű görbéket szinguláris pontok szem- 
pontjából: 

A) z—costiicosZt, Cstam; B) z — coszt 3-isinjt, 0 St-— 2m. 

Megoldás. A görbék azon tt paraméterű pontjait vegyük szemügyre, ahol a 
z(t") — 0, tehát az érintővektor eltűnik. 

A) z() ——sintt—i2dsin2tt; tt — 0, x. 


A z(0 —173-iés a z(dgy——1--i pontok — a cos 2t — cos? t — sin? t — 
— 2 cos? t — 1 értelmében — a 3 


y-2x2—1, —1lsxzsl 


normálegyenletű parabolaív végpontjai, s mint ilyenek, valóban szinguláris pontok, 


B) z(t?) — — 3 cos? t? sin tt 3- 3i sin? t" cos tt — 0, 
tt — 0, r/2, x, 3/2.. A z(0) — 1, z(r/2) —i, z(m) — — 1, z(8x/2) ——1 
pontok az 
xI54yi57-1 


normálegyénletű asztrois-görbe csúcspontjai, s mint ilyenek, valóban szinguláris pon- 
tok. E csúcspontok között a görbe sima szakaszai helyezkednek el, 


5, Számítsuk ki az alábbi improprius (kor-plex) paraméteres integrálokat, fel- 
tüntetve, hogy ezek a p (komplex) paraméter mely tartományában konvergensek: 


00 


A) [ 1.e-rtdt; B) ] est. e —pt dt, ahola valós; 7 
0 0 


c) Í cos a t : e—pt dt, ahol a valós; D) f t : e—pt dt. 
ö [9] 

Megoldás. Az 7 

, est, cosat,t hat —0 


9- [d 0, hatC0 


függvériyek LAPLACE-transzformáltjáról van szó. 


A) fa d FT j 
. e—ptdt— [—] ——-, 
3 p 3 DP 


hacsak Re p 50; ellenkező esetben lim e-rt — oo, vagyis az integrál divergens. Integ- 
100 


rálunk konvergencia-tartománya tehát a Rep — 0 félsík. 


2 d j 
B) f est. eptdt — [/ ele—p dt — — 3; 
0 fi 


. 


ort 


Integrálunk konvergencia-tartománya — az előbbi megfontolássai — a Rep5a 
félsík. 


1 
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00 


§ k kr 
C) ] cos at. e-rt dt — - / [etis—pt 3 et-ia— pt] dt — 
ö i j) 
boy 1 1 31 
Ea kes —ia—p] piat" 


Az integrál konvergencia-tartománya nyilván a Rep — Re (-t- ia) — 0 félsík. 


00 


e—pt70 4 dagi 1 kó 
D) [ddoctr 75 t gé j e—pt dt — 0 7- —a [er 12. — 
a o 


50 


Az integrál konvergencia-tartománya nyilván a Rep — 0 félsík. 


e) Komplex változós függvények és függvénysorok 

I. A függvény és sajátosságai. 1. Aw 
komplex változót a z komplex változófüggvény ének 
mondjuk, ha egy utasítás a T értelmezési tartományába? 


eső z értékek mindegyikéhez egy-egy (esetleg több-több) 
meghatározott w értéket rendel; jelekkel: 


a) A függvény és határ- 
értéke, folytonossága 


w — f(2), zceT. (1) 


Az utasítás rendszerint képlet formájában van adva; pl. a w — 2? képlet minden 
z( c E)-hez a négyzetét rendeli. Olykor táblázat tartalmazza az utasítást. 
A függvény értéktartományát jelöljük B-vel. 
2". Írjuk fela függvényt algebrai és exponenciális alakban: 


u3- iv — u(x,y) 3- iv (x,y), illetve o ei? — o (r, p) ei?v9) , 
A két oldal egyenlőségéből következik, hogy 


EST Nefletge 


2 
v.-v(x,y) í s: 6) 


vagyis a komplex változós függvény egyenértékű az x, y, illetve az r, p valós változók 
egy (rendezett) valós függvénypárjával. § 

3". A w — f(z) függvény geometriailag a z sík (gömb) T tartományának a w sík 
(gömb) B tartományára való leképzését határozza meg. (A komplex számgömböt 
akkor használjuk; ha a T vagy a B tartalmazza a végtelen távoli pontot.) A leképzés 
szemléltetésére — a pontról pontra való leképzés járhatatlan útja helyett — rend- 
szerint a z alapsík jellegzetes JoRDAwx-görbéit és a w képsík megfelelő görbéit ábrázoljuk, 
továbbá megvizsgáljuk az egymásnak megfelelő befutási értelmeket és résztartományo- 
kat. Olykor a w sík görbéiből indulunk ki, és keressük a z sík megfelelő görbéit. 

4". Elsősorban egyszeresen összefüggő tartományokban értelmezett és (inverzük- 
kel együtt egyértékű, vagyis) kölcsönösen egyértelmű függvényeket (leképzéseket) fogunk 
vizsgálni, amelyeknél különböző z értékeknek (pontoknak) különböző w értékek (pon- 


8-8 könyvben csak tartományban értelmezett w — f(z) függvényekről lesz szó. 
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tok) felelnek meg. Emellett fontos szerepet játszanak majd vizsgálatainkban többszörö- 
sen összefüggő tartományok és többértékű függvények is, melyeket igyekszünk majd 
— alkalmas megállapodással — az előbbi esetre visszavezetni. 

Gyakran lesz dolgunk továbbá pl. £ — £(2), o — w(i), w — w(2) alakú függvény- 
(leképzés-) láncolattal, illetve belőle w — w ( a [E(2) 1) — f(z2) módon összetett függ- 
vénnyel (leképzéssel). 

II". A függvény "határértéke. 1. Legyen a w — f(2) egy, a 25500 
hely környezetében (de magán a z, helyen esetleg nem) értelmezett függvény. 

A z ponttal különböző z, pontsorozatokon át vagy z,(£) folytonos görbék mentén 
közeledve a z, ponthoz, a megfelelő f(z) pontok az f(z)) pontsorozatokon át, illetve az 
f Iz(D 1] — w.(2) görbék mentén általában különböző wy; pontokhoz tartanak (ha egy- 
általában vannak ilyenek). Más szóval a függvénynek a z, helyhez tartozó határértékei 
(ha egyáltalán vannak ilyenek) általában a határátmenet módjától függnek. 

Sokkal fontosabb a határátmenet módjától független határérték speciális esete. 

2". A w.— jf(z) függvényről azt mondjuk, hogy a z — 29-00 határátmenetkor 
(a határátmenet módjától függetlenül) a wg -- co komplex határérték hez tart, 
jelekkel 

lim f(z) — w, (1a) 


2—9Za 


ha bármilyen kicsinyre előírt pozitív e-hoz található olyan pozitív ö(e), amellyel kapcsola- 
tos : 


0€]I2—2]—]j4Azj] Cöte) (1c) 
egyenlőtlenséget kielégítő összes z-kre teljesül az 


1(2)— wz e (1b) 
egyenlőtlenség. 

E definíció geometriailag azt követeli, hogy a w — f(z) a z, pont bizonyos ö(e) 
környezetének minden pontját (esetleg magát a Z-t kivéve) a w, pont előírt e környeze- 
tébe képezze le. 

3.A z—x,tiy — rele és w, — u) 4- iv, — 09 ei?, jelölés mellett az 
(1a) komplex határérték nyilván egyenértékű a 


lim u (x, y) — u lim e(r, p) — 09 

TOT ötgé] 

YyoYy 3 Toro 2 
limv (x,y) — 0, ( ? illetve a [jm 9 (r, p) — 0, j (2) 

ag fenét 


két valós határértékkel (az utóbbinál az arkuszokat megfelelően választva, és feltételezve, 
hogy w, -£ 0). 

4". Igazolható továbbá, hogy ha a w — f(z) függvény a z —, z, határátmenetnél 
w, :£ oo határértékhez tart, akkor a függvény a z, hely bizonyos környezetében korlátos. 


5". Megemlítjük még a végesbeli végtelen, valamint a végtelenbeli véges és végtelen 
határérték fogalmát: 
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lim f(z) — co, ha !f(2 ( 5P 50, amennyibén 0 CT ]z— z,! C 0(2); 

lim f(z) — wo, ha 1f(z) — w, ] Ce 5 0, amennyiben Iz ] 5 9(2); (3) 

lim f(2) — co, ha (f(2) ] 5P 5 0, amennyiben ! z ] — (e). 

Fogalmazzuk meg — a 2" alapján — ezek geometriai jelentését ! 

III". A függvény folytonossága. 1". Legyen w, a w — f(z) függvény 
zo helyhez tartozó véges határértéke, és legyen maga az f(z,) függvényérték is értel- 
mezve, mely — a függvény definíciója értelmében — a zj-hoz rendelt tetszőleges 
komplex szám. A w, és az f(z,) általában nem egyenlő. Egyenlőségük viszont igen fontos 
speciális eset. 

2". A z, hely valamely környezetében és magán a z, helyen is értelmezett w — ((z) 
függvényt a z, helyen folytonos nak mondunk, ha ott létezik véges határértéke, 
és ez megegyezik az ottani függvényértékkel, azaz 


lim f(z) — f(20) 5 oo. (4a) 


E követelmény — a II". 2" értelmében — akkor teljesül, ha bármely e 5 0-hoz 
található olyan ö(e) 50, amellyel kapcsolatos 


2—z, -14Az! CTöte) (4b 
egyenlőtlenséget kielégítő minden 2-re (így a 29-ra is) fennáll az 


1/(2) — fz9g1— Aw Ce (49 
egyenlőtlenség. 
3". A folytonosság feltétele — növekmények segítségével — nyilván a 


lim Aw — 0 : 65) 
; atti 42650 
alakban is kifejezhető. 


Ezzel kapcsolatban megjegyezzük, hogy a Aw és a Az növekmények hányadosának 


Aw 


4zrO0 Az 


határértékei általában a Az; — z; — 2) — 0 határátmenet módjától függő értékek, 
ha egyáltalában léteznek ilyenek. 

4", A négy alapművelet eredményének folytonossága alapján nyilvánvaló, hogy 
ta a zg helyen létezik az f(z) függvénynek w, -£ co, a g(z)-nek pedig w, -£ co határ- 
értéke, akkor ugyanott e függvények összegének, különbségének, szorzatának és hányadosá- 
nak is van határértéke, mégpedig 


Jim [/(2) 2 8(2)1— m 2 we Him (2) 8(2) — mive Jim 2 — di (6) 


az utóbbi esetben feltéve, hogy w, -£ 0. 
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Mindez akkor is igaz, ha speciálisan 


w, — f(zo), wa — (zo), (7) 
vagyis a zg helyen folytonos függvények összege, különbsége, szorzata és hányadosa 
ugyanott szintén folytonos. 

A fentebbiek kiterjeszthetők több összeadandó, illetve tényező, továbbá a 2 — co 
esetére is. 

5". A T zárt tartomány minden pontjában folytonos függvényt e tartományban 
folytonosnak mondunk. 

Az ilyen függvényre érvényes tételek közül, igazolás nélkül, megemlítjük a 
következőket: 
. A T zárt tartományban folytonos w — f(z) függvény ott korlátos, azaz minden 
z C T-re fennáll, hogy 

1 f(2)  Z M-£ co. (8. 

AT zárt tartományban folytonos w — f(z) függvény ott felveszi abszolút értékének 
maximumát és minimumát. 

AT speciálisan végpontjait is tartalmazó görbedarab, vagy zárt görbe is lehet. 


6". A T korlátos zárt tartományban folytonos w — f(z2) függvény bizonyos tulaj- 
donságát fejezi ki az alábbi tétel: 


Bármilyen kicsinyre előírt e 20 számhoz található olyan ö(e) szám, hogy a T 
tartomány két tetszőleges és! z, — z, ! C ö(e) távolságú z,, zs pontjához tartozó függvény- 
értékek kielégítik az 

(2) —fz)i ce (9) 
egyenlőtlenséget. A w — f(z) függvényt ilyenkor a T tartományban egyenletesen folyto- 
nosnak nevezzük. E tétel a HEINE—BoREL-féle ún. lefedési tételre támaszkodik. 
Példák 
1. Vizsgáljuk meg az alábbi függvényeket a megjelölt helyen határérték és folyto- 
nosság szempontjából: 

A) f2) —arcz, 29-£0,-£ co, £ valós negatív szám; 


B) (2 — 5 


Megoldás. A) Függvényünk (mely végtelen sok értékű arc z függvény egyértékű 
— g 2 arcz £ r főága) az — Oésa z — co helyen nincs értelmezve, és határértéke a 
határátmenet módjától függ; a negatív valós féltengely mentén pedig szakadásos, mert 
e féltengely pontjaiban arcz, — x, míg alulról megközelítve lim arcz — — m; e 

.- 2—5Zn 
helyeken tehát nem lehet szó folytonosságról. 

Minden más z, helyen az f(z) — arc z — p függvény folytonos; ui. ha a tetszőle- 
ges arc zy — e Z arcz a arc zg -- € szektorban a zg pont körül rajzolható, és a nega- 
tív valós féltengely pontjait nem tartalmazó legnagyobb kör sugara ö, akkor a 
(2 — zo] Cö körbelső pontjaira fennáll az ] arc z — arc zo ! Z e egyenlőtlenség. 
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B) Függvényünk más alakban: 
z z 


12 —3[Z 


ziz Zz 


1 A ú 7: 
—— 3; (e2ig E e-2ig) — sin 29. 


Eszerint f(z) a z, — 0 helyen határozatlan, míg a z, — 0 hely bármely kis környezeté- 
bena [—1,1] számköz minden értékét felveszi. Következésképpen pl. e c !/, esetén 
semmilyen wg mellett sem teljesülhet az ] f(z) — w, , Z e egyenlőtlenség. Függvé- 
nyünknek tehát nincs a z, — 0 helyen a határátmenet módjától független határértéke; 
különböző (s az origóban érintővel rendelkező) görbék mentén végrehajtott határ- 
átmeneteknek általában más és más határérték felel meg. 


2 Igazoljuk, hogy a w — z? (n pozitív egész) hatványfüggvény az egész nyílt síkon 
folytonos. 


Megoldás. Legyen a z" a nyílt sík tetszőleges pontja. A wg — z; jelöléssel írhatjuk, 
hogy 
w— wy,—-zn— 29 (z— 2) (2173 zr-32 4... 237), 
következésképpen 
1w—wl]5-]2—zl]2z71-kzr?zot..szg 1! is 
sSslz—ze [I17 53-ig tve 1TT [s 
aholr—Iz[ésry—]29i. 


A 29 pont ő sugarú környezetében nyilván r — ] z [ — ro -- Öö, tehát 


w — w : S iz — zo! [d -HÖTT14-(r HFÖTT 2 r-t... tr] S nö (ry FÖL 


Eszerint a ö-t mindig lehet olyan kicsire választani, hogy az ] w — w, I kisebb legyen, 
mint a tetszőlegesen előírt ec. A w — z" függvény tehát valóban az egész nyílt síkon 
folytonos. 

3. Írjunk fel egy-egy példát A) a végesbeli véges, B) a kesek végtelen, C) a vég- 
telenbeli véges és D) a végtelenbeli végtelen határértékre, 


Megoldás. A) f(z2) — 2? 7- I; lim f(2) — 1. 
20600 


B) f/(z) — 


lim f(z) — co; 


SEK [/ ék 
0) 2 —34 zi T 1? TELKES ZA 
D) f(2) — 22; limf(z) — co. 


zoo 


4. Számítsuk ki az alábbi határértékeket: 


. 22— a s 2 éőZ; 241 
Hi al — a : hi kese 522 — 97 jizése lm 2z tj 
szél e 
Megoldás, A) lim £ Ér Írni sk All. sz (z $:2:-a — 2a 


2oa 2Z—a zOa (z — a) 
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3 
B) lim 2 vegéLL 285 LO azás 
) S ib 2 Us jsaet zoOi 2i 
BE. 
z 
8) Függvénysorok. Hat- J I. Függvénysorok és sájátságaik, 
ványsorok 1". Tekintsük a T tartományban értelmezett egyértékű 
komplex változós függvényekből álló 
fol(2) —- fi(2) -- . . . 4 f(2) t-. ..— Vf) (1) 
függvénysort. 


Ha minden z, C T értékhez tartozó 2 f,.(z,) számsor konvergens, azaz egy meg- 
határozott S, összege van, akkor a függvénysort a tartományban konvergensnek mond- 
juk. Ilyenkor a függvénysor valamely egyértékű S(z) összegfüggvényt definiál, 

Kérdés, milyen következménnyel jár az S(2) összegfüggvényre, ha a T tartomány- 
ban konvergens 2 f,(z) függvénysor minden f, (2) tagja ott folytonos. A válasz az egyen- 
letes konvergencia fogalmával kapcsolatos. 


DOCÁL OT f(2) függvénysorról azt mondjuk, hogy a T tartományban egyenletesen 
konvergál az S(2) függvényhez, ha minden, tetszőlegesen kicsiny e 5 0 számhoz talál- 
ható olyan (e) természetes szám, amelynél nem kisebb n indexre és bármely z c T 
pontra fennáll az 


1§(2) — S,(2) Ce (2a) 
egyenlőtlenség, ahol 
S(2) — S f(2, S(2) — S 12). (b) 
k-0 k-—0 


3". Ennek felhasználásával a fentebbi kérdésre a következő tétel válaszol: 

Ha a 2 7,(2) függvénysor a T tartományban egyenletesen konvergens, és minden 
f(2) tagja folytonos függvény a z( CT) pontban, akkor été gall pontban az §S(2) 
összegfüggvény is folytonos, 

E tételből következik, hogy a T taltománybat folytonos, ott egyenletesen konver- 
gens függvénysor -e tartományban folytonos S(z) függvényt állít elő. 

4", A függvénysor egyenletes összetartásának megvizsgálására alkalmas a követ- 
kező próba: 


HaaJZ f.(2) függvénysor f (2) tagjai a T tartományban kielégítik az 
1 fn(2) [2 a, (Ba) 
egyenlőtlenséget, ahol a, valamely 
a) ta ta ter etar tos (3b) 


pozitív tagú konvergens számsor általános tagja, akkor az adott függvénysor a T tarto- 
mányban egyenletesen (és emellett abszolúte is) konvergens. 
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II". Hatványsorok és sajátságaik. 1". A komplex változós függvé- 
nyek elméletében igen nagy jelentőségű a hatványsorok osztálya. 
Hatványsornak nevezzük a 


ceFaztkoezőt...Fenzh...— S ezn (4) 
n7-0 


alakú függvénysort, ahol z komplex változó és cg, C1, . . . , Cn, . . . komplex állandók, 

A hatványsor konvergencia-tartományán értjük a z sík azon tartományát, amelyben 
e sor konvergens. 

2". ABEL első tétele: Ha a LES c, z" hatványsor konvergens a z — 29-nél, akkor 
ugyancsak konvergens, még abszolúte is, minden olyan z-nél, amelyrelz] 129]. 

E tétel geometriailag azt jelenti, hogy a z, pontban konvergens hatványsor abszolút 
konvergens az O origó körül rajzolt ] z, I sugarú körnek minden belső pontjában. 

3... Minden 2 c, z" hatványsorhoz tartozik egy olyan, az origó körül rajzolt, R su- 
garú kör, amelynek belsejében az adott hatványsor konvergens, még abszolúte is, 
külsejében pedig divergens, Az ilyen kört a hatványsor konvergenciakörének, az R-et 
pedig konvergenciasugarának nevezzük. 

Kérdés, hogyan határozható meg ezen R. A választ — a hatványsor együtthatói 
alapján — a CAUCHY — HADAMARD -tétel adja meg: A DÖ; zn hatványsor R kon- 
vergenciasugarát a hatványsor együtthatóiból képzett 


3 NEESSRES 
tal, Vicsl; Vlcsls sss Ve (5a) 


valós, nem negatív számsorozat 


— lim VI c] (5b) 


ezt 


tegnagyobb sűrűsödési értékének reciproka szolgáltatja : 


a 


R — Tt (5c) 
itt megállapodunk / — co esetén az R — 0 és / — 0 esetén az R — co jelölésben. 
Megemlítjük a legfontosabb hatványsorokat és konvergenciasugarakat: 
tEékztk el EZÚE jazz Sgt REL (6a) 
a n—-0 - 
ső Vis zú sszltts (3 
0 ET hláettat ) LAGO 3 4 R — oo; (6b) 
22 21 i ML ának sé zen 
I—csetzajzrseetkt— mi 2 — Dam R — oo; (6c) 
2 25 Í 22n—1 00 22n—1 
Z — — ÉN sk szab IL TE Da esse ez tat hog dea Vére PÉN 
ST LATE S EY ZK I ns ANLi át elsz NÉ ee 
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Az első hatványsor tehát a Iz] 7 1 körben, az utóbbi három pedig az egész z síkon 
(abszolút) konvergens. 

4". A fentebb említett abszolút konvergencián kívül még az alábbi tételek 
érvényesek a hatványsorra konvergenciakörében: 

Bármely DX c, 2" hatványsor egyenletesen konvergens minden olyan iz] Er zárt 
körben, amelynek sugara r CZ R. Továbbá, minden ilyen körben a hatványsor S(Z) összege 
folytonos függvény. 

5". Eddig a hatványsornak a konvergenciakör belsejében és külsejében tanúsított 
magatartását ismertettük; most a konvergencia-körvonalmenti viselkedéséről lesz szó. 


ABEL második tétele: Haa 2 c, z" hatványsor konvergens z — R konver- 
gencia-körvonalának €, pontjában, és összege ott S(€0), akkor a hatványsor §S(z) összege 
az S(80)-hoz mint határértékhez tart, midőn a z az O P, sugár mentén a €5-hoz tart, 
azaz i 

lim S(2) — S(t). (7) 


A zol 
Más szóval — a 4/-t is figyelembe véve — a hatványsor S(z) összege az O P, sugár men- 
tén folytonos függvény. 


Példák 


1. Határozzuk meg az alábbi hatványsorok konvergenciasugarát: 
A) 1 73- z -- 21 1 29 3... ; B)14f st5 s kázéskéa E set 


Megállás, A) Ittc, — 1; han négyzetszám és egyéb esetekben c, — 0; ennek 


megfelelően Vr ezi cs l, illetve 0. Az Vizi Cn ! sorozat határértékei tehát 1 és 0, következés- 
képpen 


vagyis a konvergenciakör sugara egységnyi. 
B) Ez esetben n — co határátmenetnél 


mert In nin 6 0. Eszerint / — I, és R — 1// — I. 


2. Mutassuk meg, hogy az (1 — 2)71— 1 -- z 3- 22 3- . . . geometriai sor nem 
egyenletesen konvergens a ] z / 1 körben, de olyan minden Iz] Sr, r C1 körben. 


Megoldás. Ha ] z ] Z 1, akkor egyrészt a z-től függetlenül 


Ild424223...EZNIC14 NN, 


6) KOMPLEX VÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK ÉS FÜGGVÉNYSOROK 9)IP 109 


másrésztaz 0 1, Iz] GC 1 esetén (I — 2971! — co. Ily módon az ! (I — 2)7! — (1 -t 
HFzT 223... zN)! nem marad kisebb egy a 2-től független e 5 0 számnál, 
Ha viszont a 2: Sr, r 1 körre szorítkozunk, akkor e korlátozás nyilván megvaló- 
sítható. 


y) A függvény és a I. A függvény deriváltja. Regularia 
hatványsor dif- tás. 1". Legyen w — f(2) a z, hely valamely  z — z, Te 
ferenciálása 


környezetében értelmezett egyértékű függvény. Ekkor - 
környezet minden z -£ 29 pontjában értelme van az 


12) —f(2) — Aw 


2-2 Az 


különbségi (differencia-) hányadosnak, 


Definició. A w — f(z) függvényt a zg helyen differenciálhatónak vagy derivál- 
hatónak mondjuk, ha létezik a (határátmenet módjától független) 


fára SZESZES e tty, ő SZAT Sz é e a) 


ZOsZo Z— Zo 47050 


véges határérték; magát a határértéket a w — f(z) függvény za helyen vett differenciál- 
hányadosának vagy deriváltjának nevezzük. 


2". A differenciálhatóságot a komplexben — láthatóan — ugyanúgy definiáltuk, 
mint a valósban. 


Az f (2) derivált ismét függvény, amelynek értelmezési tartománya azon z helyek- 
ből áll, amelyen f(z) differenciálható. 


Kimutatható, hogy — miként a valósban — a w — f(z) függvény zg helyi diffe- 


renciálhatóságából következik a függvény ottani folytonossága. A megfordított állítás 
nem igaz. 


Minthogy a határérték-tételek és a derivált fogalma ugyanazok, mint a valósban, 


ezért a valósban megismert differenciálási szabályok a komplexben is érvényesek maradnak; 
nevezetesen: 


úg -fte, 469-retre, [1-5 


1 
zs át , £ 4, E eze 2 
1 Ig) 1 —f [9219(2), f(z) Pp) 6) 
3". A fentebbi definíció értelmében írható, hogy 


Aw ; 
zer: "(29) — e(z9s AZ), ahol lim e(zg, Az) — 0, (3a) 
z 4z00 


következésképpen a zg helyen differenciálható függvények növekménye előállítható 


Aw — f (zo) Az 3- e(zo, Az) Az (3b) 
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alakban. Eszerint a za hely kicsiny környezetében a Az-vel arányos df — f (29) Az 
rész, a függvény ún. differenciálja a Aw növekmény főrésze (hacsak f (29) £ 0), az 
e(zo, AZ) Az rész pedig elenyésző része; jelekkel 


Az 55 0 esetén Aw As f (zo) Az — df. 


Az f (2) derivált geometriai értelmezésével — nagy fontosságára való tekintettel — 
külön foglalkozunk az f) pontban. — 

4". A differenciálhatóság fogalmára támaszkodik a komplex függvénytan egyik 
legfontosabb fogalma, a regularitás. 

Definíció. A w — f(z) egyértékű függvényt a z, helyenreguláris nak mondjuk 
ha létezik e helynek olyan ! z — za! Z b környezete, amelyben a függvény differenciál- 
ható. 

A z, helyi regularitás nyilvánvalóan sokkal többet jelent a zg helyi differenciál- 
hatóságnál. Megadhatók olyan függvények (Il. az 5. példát), amelyek bizonyos helyen 
differenciálhatók, de nem regulárisak. 

Ha a regularitás egy T tartomány minden pontjában fennáll, tehát az w — f(z) 
egyértékű függvény e T tartományban mindenütt differenciálható, akkor e tarto- 
mányban reguláris függvényről beszélünk. Eszerint a tartománybeli regularitás és diffe- 
renciálhatóság feltételei azonosak. 

Megjegyzendő, hogy a. reguláris függvényt az irodalomban analitikus, monogén 
stb. jelzővel is szokták emlegetni. 

II". CAucHY—RIEMANN-féle egyenletek. 1". Ismeretes, hogy a w — f(2) 
komplex változós függvény előállítható 


a — ul, y) —9—elt9) 

v—víxy (9 9 ör) jr 
továbbá c 

u — ur, p) e — e(x,y) 

v — vír, p) j VOGY ses Ü(x, y) 


valós függvénypár alakjában. 


Felvetődik a kérdés, hogy A) milyen (szükséges) feltételek ladódnak e valós 
függvényekre a w — f(z) függvény z helyi differenciálhatóságából, és megfordítva, B) 
e valós függvények milyen (elégséges) feltételek mellett biztosítják a w — f(z) függvény 
z helyi differenciálhatóságát. 

2". SZÜKSÉGES FELTETELEK. A w — f(z) függvény z helyi differenciálhatósága — 
mint tudjuk — azt jelenti, hogy létezik az 


ú ... fz 342 —f2)  :.  Aw 
2) — lim Sze finn. 2 
fe) 4zO0 AZ 4é50 Az 
határérték, mégpedig — a határérték definíciójának megfelelően — a Az — Ax -k 


-- i4y 6 0 határátmenet módjától függetlenül. 
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Végezzük most a határátmenetet speciálisan, mégpedig Az — Ax — 0 módon 
(vagyis tengellyel párhuzamosan), majd Az —i4y — 0 módon (vagyis a képzetes 
tengellyel párhuzamosan); így nyerjük, hogy 


LES ELÉG DD ie (x-r Ax 9) — VEGY) 


"(z) — lim 
Í ( ) 4650 Ax 4xo0 
9 , .Ov Ow 
ök ök ök, 
— tirn 2ELy-F Ay) — ulx, DD 3 sg? Ex DAN TV 
i1y400 i Ay elf fsesee i Ay 
.Oz , ov  9w 
Ét a ss BÉMÉ 4. 
St ap Tó Ú8 
A valós, illetve a képzetes részek egyeztetése útján adódnak a 
du Ov 094 9v 
ax By. Bp "B ,  (4b) 


egyenletek, az ún. CAUCHY— RIEMANN -féle feltételek. 


A keresett szükséges feltételek tehát: a négy parciális derivált létezése, valamint a 
CAucHY —RIEMANN -feltételek teljesülése a z helyen. 


3". EILÉGSÉGES FELTÉTELEK. Tegyük fel kiegészítőleg, hogy az u — u(x,y) és a 
v — v(x, y) kétváltozós függvények a z helyen differenciálhatók (azaz van teljes diffe- 
renciáljuk)," tehát kget előállítható 


An —édx őt ) 9 aláz]; Av — SE E 19 ez! Azi 


módon, ahol ey — 0 és eg — 0, midőn [ Az ] — [/Ax? 3- Ay? — 0. Ezek, valamint a 
CAucHY —RIEMANN -féle feltételek felhasználásával a különbségi hányados így alakul: 


4w Au i4Mv ES ő; Ay] i iz Ax 34 — 5529] F erk ed 4217 


Az Ax 71-i Ay AZT 
9u 9v / 97) . 
ala i i 55) 4z x4 5 — iz] i4 JZAJÁZ] az 
ars Ax Bi i Ay - (ez isi [4 €9) AZ tét 
9 .9 z j 
sz öz EL B 155] Tt (81 4 i 89) eri rez, (5) 


zt Tudvalevőleg a parciális deriváltak létezéséből még nem következik a teljes differenciál létezése, 
de folytonosságukból már igen. 


112 2.§. A KOMPLEX FÜGGVÉNYTAN ÉS A KONFORM LEKÉPZÉS STB. 


A derivált létezik, mert 


lm e — fe) — 324182 


1250 AZ 


A keresett elégséges feltételek tehát : a két valós függvény differenciúlhatósága, 
valamint a CAUCHY—RIEMANN-féle feltételek teljesülése a z helyen. 

4". A fentiekből következik, hogy a w — (2) függvény T tartománybeli regulari- 
tásának szükséges és elégséges feltétele az u(x, y) és a v(x, y) függvények differenciálható- 
sága, valamint a CAucHY —RIEMANN -féle feltételek teljesülése a T tartományban. 

Újabban LOOMAN kimutatta, hogy a szükséges feltételek — az u(x, y) és v(x,y) 
folytonosságával kiegészítve is — elégségesekké válnak. 

5". Megemlítjük a CAucHY —RIEMANN -féle feltételek általánosítás át. 

Legyen a w — f(z) függvény a z helyen reguláris. A deriváltat számítsuk most 
Az — As ei" —, 0 (vagyis a. irányú), majd Az — Ani ei" —, 0 (vagyis a -- r/2 irányú) 
határátmenettel. Ekkor írhatjuk, hogy 


ő u 9v 9w . (9v . 01 
, sú megat Fát , igátétzzlss ezt ony tetü ÉN keze 6 
fe) ei2 sk jizjjs 05 e iz] teia On hez tő] 7 989) 
9u 9v A Bi b ks fés Ai a 
ahol CSRAKET az u(x, y) és v(x, y) kétváltozós valós függvények a, illetve a. 3- -/2 
rány mentén vett deriváltjai. A megfelelő részek egyeztetésével kapjuk, hogy 
j 94 Ov 0O9u 9v 


lamely egyenletek a CAUCcHY—RIEMANN -féle feltételek általánosításának tekinthetők. 

Speciálisan, x,y derékszögű koordináták esetén a — 0, 05 — 0x, ön —9y és 
az előbbi egyenletek átmennek az eredeti CAucHY —RIEMANN -féle egyenletekbe; r, p 
polárkoordináták esetén viszont (a z — r eiv kör külső normálisával és pozitív értelmű 
érintőjével dolgozva) a — p, 95 — dr, ön — rOp, és megfelelően 


; 8 .9v 9w e7ir [dv . 01 
s ——— —ig — Gee 
f (2) ei? a tüz je ar) " ieie r9p r 19 ap] (7a) 
tehát j 
9  1loO9v 1 9u 9v 
dr r 9p" rop ors (7b) 


6". A w — o(x, y) ei?esy) alakú függvény esetén értelemszerően hasonló módon 
kapjuk, hogy 


jerk ÖV E 9051 sek ; 92 vi 
fe) 9x 9x 4 237 ká zi 70; — [25 — ! ay 67 (a) 
tehát 
90 90 90 90 


(8b) 
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végül pedig a w — o(r, p) eiőr.9) alakú függvénynél 


9w 


sen (89 , , DÖ 9 een 90 90 
19) E — gi(ő—p) — úr 9 
f(2) elv or CZtöö or 7; ie) tei? r9p T e 9 ; §ej) Í vé 
tehát 
a ZRÖBE ALBA TERT (9b) 
dr r 9p" r9p "OT 


III". LAPLAczE-egyenletek. Harmonikus függvények. 
1". Legyen az 


f(z) — u(x,y) ti v(x, y) 


függvény reguláris valamely T tartományban. 
Ekkor — mint tudjuk — a T tartomány minden pontjában létezik az 


7 9u .Ov Ov .9u 
TOSzz bizz ti 


derivált s vele együtt az u(x, y) és a v(x, y) összes első deriváltja. 


Továbbá — mint később (a 4. § a) a) III" helyen) látni fogjuk — a T tartomány- 
ban reguláris f(z) függvény a T-ben akárhányszor differenciálható, következésképpen 
f(2) valamennyi deriváltja szintén reguláris a T-ben. Így pl. reguláris ott az f (2) is, 
vagyis létezik a 


Tar EME elk te EV DE 275 OS, LOEB 
—Ox2 Ox 9x2 i9y? 9y? "ay 


derivált s vele együtt az u(x, y) és a v(x, y) összes második parciális deriváltja. Mind- 
ezek — az f""(z) differenciálhatósága folytán — folytonosak is a T-ben. 


Azf" (2) valós, illetve képzetes részeit egyeztetve, kapjuk, hogy a T-ben mindenütt 
9  — Ou Ov - Bv 
8 x 9y 9x OxAr 


vagy ami ugyanaz, fennállnak a 


(szik : RMNIL E e 5: ep 288 gi ; 


alakú, ún. LAPLACcE-féle egyenletek. 


Definíció. Valamely S(x, y) kétváltozós valós függvényt a T tartományban h ar - 
monikusnak nevezzük, ha ott folytonos első és másod parciális deriváltakkal rendel- 
kezik, és kielégíti a AS — 0 LAPLACcE-egyenletet. 

A fentebbiekben igazolást nyert a következő tétel: A T tartományban reguláris 
Íf(2) — u(x, y) -- i v(x, y) függvény valós és képzetes része egyaránt harmonikus e tarto- 
mányban. 


8 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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2", Valamely, a T tartományban harmonikus s egyébként tetszőleges u(x, y) és 
v(x, y) valós függvénypárból f(z) — u(x, y) -- i v(x, y) módon képzett komplex függ- 
vény általában nem reguláris a T-ben. A regularitáshoz ugyanis — mint tudjuk — szük- 
séges az u(x,y) és a v(x,y) kölcsönös viszonyát megszabó CAUcHY—RIEMANN-féle 
feltételek teljesülése. 

Definíció. Két olyan, aT tartományban harmonikus u(x, y) és v(x, y), amelyek egy- 
máshoz való viszonyát ott a 8 

9u Ov u 9v 

öz öy! By öz sak 
C AucHY—RIEMANN-féle feltételek szabják meg, e tartományban harmonikus tár 
s aknak nevezzük. 

Az ilyen függvényeket az irodalomban konjugált függvényeknek is mondják. 

A fentiek alapján kimondható a következő tétel: A T tartományban reguláris 
f(2) — u(x, y) 3- i v(x, y) függvény valós és képzetes része harmonikus társak e tarto- 
mányban. 

3". Megmutatjuk, hogy egyszeresen összefüggő T tartományban 
bármely u(x, y) harmonikus függvénynek megtalálhatók v(x, y) harmonikus társai, 

Ui. a (4b) értelmében ismert 


9u 
dv — öz dx gy — — dx őv 


kifejezés — a (10a) miatt — teljes differenciál, s a T-ben, a z, és a z között a görbe 
alakjától függetlenül integrálható. A keresett harmonikus társak tehát 


víx,y) — J [ 3, 12 4E gy] 46 11) 


Zo 


ahol C tetszőleges állandó. 
A tényleges integrálást eszközölhetjük pl. ún. részletkvadratúrával, azaz 


fe) 
v(x, y) — — je dx - 3 b: sÍ5 ax] dy4C (12a) 


módon, vagy (a T-ben haladó) x, Z £ — x, 7) — fg és £ — x,y S 9 £ y egyenes- 


szakaszok mentén, azaz 
u , 
94 9u 
vev — I a af 6) om (12b) 
o Já €5Ho 96 2 
Yo 


módon, vagy más (a T-ben haladó) célszerű G : z(t) — x(t) 3- iy(2, görbe mentén, 


azaz b 
(5 p] 04 E 2 (2) dt (120) 


módon. Ha előnyös, polárkoordinátákkal is dolgozhatunk. 
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Az így nyert víx, y) függvény valóban harmonikus a 7T-ben, lévén ott 


92y . Op 924 92u 
9x2 " 9y2 —— Oydx  Oxgy 7? 

az f(z) — u(x, y) 3- i v(x, y) függvény pedig reguláris a T-ben, mert ott u(x, y) és 
v(x, y) differenciálhatók, és kielégítik a (4b)-t. 

Értelemszerűen hasonlóan nyerhető a megadott v(x,y) — Im f(z) függvény 
u(x, y) harmonikus társa, 

Ezzel igazolást nyert a következő tétel: Bármely, az egyszeresen: összefüggő T" 
tartományban harmonikus függvény úgy tekinthető, mint a T-ben reguláris függvény valós 
vagy képzetes része. 

4". Megjegyzendő, hogy többszörösen összefüggő T tartomány 
esetén az ul(x, y) harmonikus függvénynek a (11) által meghatározott v(x, y) harmonikus 
társai, s így az f(z) — u(x, y) -- i v(x, y) függvények-nem feltétlenül egyértékűek." 

IV". Hatványsor differenciálása. 1" Igazolhatótt a következő 
tétel : Bármely hatványsor konvergenciakörében reguláris függvény s deriváltja a hatvány- 
sor tagonkénti differenciálásával nyerhető; ez utóbbi hatványsor konvergenciasugara 
ugyanaz, mint az eredetié. Jelekkel: 


f2—ceteaz-rtcez2-b..., Iz] c R;" 
f(2) — c 2coz 4 B8cszzt sv. IZ[ CR; (13) 
ELÉR 
1. Állapítsuk meg — a definíció alapján — az alábbi függvények deriváltját: 
A) w—z3; —. Bytw—l1lz; OC) w—j/z. 


Megoldás. A definíció értelmében 


leér Kjt LE 


Ezaz 4z00 Az 


f (2) — 


A) f(2) — ti (z 3- Az)? — 2? Mek (23 -3- 322 Az 4- 3z Az? 3- Az) — 2? 81) 


420 Az 42—0 Az 
— lim (322 -4- 3z Az -4- Az?) — 322. 
4z0O0 
1 1 
§ § ZHAZZ z — (z -- 42) ; Sb dt sg egük 
BT áBa AZ Tea Adz eme PART 7 


$t L., bővebben az 5. § a) a) IIIL helyen. 
tt L. pl. Ipusazoe [M. 2]. 


ar 
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szje jelez 145 - 15. 
€) f(z) — og Vetés lése. fa 
I1-Az- 4 Az 
es dt elező ee És 
sz Lt; 29..8 za 5 1 
42650 Az ij y 
best ni 
ezi hez AZéz messze See ég 
eurós 0Aai 88 tr] 2 Vz 


2. —— Vizsgáljuk meg — a definíció alapján — az alábbi függvényeket differenciál- 
hatóság szempontjából: 


A) w — 23; CO) w—zRez. 


z 2) zzz z AZ z2 
Megoldás Aj ei me (z -k Sz. Z2 2z teles Az : 


— (2z 7- Az) e7?is, ahol Az — Ar eir, 


B) Aw — (z -- Az) (r -- Ar) —zr r4Azd4z4Ari44Azár 
AZER TT E FASZ e Ze Az 
— r 3- Ar 3- z eris, ahol Az — Ar eri, 


o Aw — (z -4- Az) (x 4 Ax) —zx x Az 1- z Ax -k Az Ax Ne8 
Az Az Az Ki 


—x144Axi zcosa, ahol Az — Ax t i4y — Ar eir, 


Mindhárom függvény semmilyen z 7-0 helyen sem differenciálható, mert a 
Awl/Az különbségi hányadosnak a Az 5 0 határátmenetnél csak különböző, a határ- 
átmenet módjától (arc Az — a választásától) függő sűrűsödési értékei vannak, tehát 
határértéke nincs. Magán a z — 0 helyen mindhárom függvény differenciálható, 
mert ekkor létezik határérték, mégpedig mindháromnál f"(0) — 0. 

3. Vizsgáljuk meg — a CaucHY—RIEMANN -egyenletek segítségével — az alábbi, 
valós függvénypár alakjában adott komplex változós függvényeket differenciálhatóság 
szempontjából, 

A) u — Re 28 — x8 — 3x y?, p— Im — ay — y:; B) u— Rez 2? — x? 7- 


a x 1 y 
05 gye az Het áó 8: ső ja áz Szet ÉG § 
txy?,v-lImzz x2 y 3- y3; O) u Rel av ü Im ez 
21 1 
D) oslőler, 9 — arc22 — 29; B) 0 —[51— 4 0— arg — gp; 
í 


PFP) üsRelhzz—-inr, v - Hilaz sp. 
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9u öv 80u 9v 3 ale 
Megoldás. A s 3x2 — 3y? — 9y? TE 6x y — — az? tehát a függvény 
minden z — Fáj TVE és deriváltja 
19-58 iő fake ígyis d Tt B dézgi esést, 
OZ 0 eti sz ADI 6 lő 5 0 ÖR 
B) 3x 7 8x ky zzlgyis A 4 3yt, agas dsa öz 2xy, 


hacsak z -£ 0, tehát a függvény sehol sem differenciálható, kivéve az origót, ahol deri- 
váltja 


977 9v 
f0— zt ia ü 
9x 9x (00) 
04  y—x 9v e 2xy 9v ő 
D öz GET gy GET T öz 9770 


tehát a függvény — az origó kivételével — minden z-nél differenciálható, és deriváltja 


HZ PO IZ geg XI aa VÉN) E 20X9 
foz tiz azzpyp tt iez se ES ÉN 
1 öt 
(£2—y) 3-2dixy 2 2 
990 s 199 — Kép 90 
D) ka ag ta ÜSS Ogy 


tehát a függvény minden z -£ o0-nél differenciálható, és deriváltja 


szo ZAO0 4 9Ő (9—g) — jé éz 
fos a, Figy] A 9) s 2r ely — 22. 


80 FF 2 o80 1, 100 90 eg 
E) De a E d Té 2, YT aglL JER — 237: tehát a függvény seho Isem 
differenciálható, kívéve a z — co-t. 
Or E 19v 1 1 9u 9v 
EZRET e lagy a ÖNZÉS 


tehát a függvény — az origó kivételével — mindenütt differenciálható, és deriváltja 


92 9v 1 5 1 1 
8 ész. ÉS sins -i9 — e sm —— sm 
ft) ee igy] a Tr" mé i 2" 
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4. Határozzuk meg alkalmas módon az alábbi függvények deriváltját: 


1 223 ME ERA 
A) TÁTVA EK EAPNT i KGST ss íj C) w — e7xTY :. cos 2xy — 
—ie-éTY .sin2xy(— erő);  D) w-— . ein (— oks 
ű al [ z8j" 


1 11 -. 1 
B w-Írtz cos i[r— 5] snp [247 § 


Megoldás. A) Az összeg és a hatvány differenciálási szabálya szerint 


1 
Ea? Sári mál. Jer szál 5 io) 


" B) A tört és az összetett függvény differenciálási szabálya szerint 


F (2) — 322— 5 — 


ztk 2z 
8z8 [22 — 1 — 221. ——-——— § 
2/22—1 625 — 8zö 
F sz 12.s zer 1.00; 


F (2 22-1 (22 — 13 
C) f(z ) —2k — (—2xe7éty) cos 2xy — 2ye7FTY sin 2xy) -- 


ti (2xerSTY sin 2xy — 2y e7XTY cos 2x y) (— —2z e77), z 5 co, 


2720. 


D) f/(2) — 52 erez — Tf e7tis --a 


[e 1 
E) f(2) —2E (cos p — sing) — [1 368 jet Éz sin e] 


- (cos p — isin ) — 1— 7. (cos 2p — isin 29) -1—-— ka szo 
p Pp. ké 


55 Vizsgáljuk meg reguláritás szempontjából az alábbi függvényeket: 

A) w — zs; LÜSÉTESENY ZET CO wa zz3; D) w— 55. 

Megoldás. A) A függvény minden z -£ c0-nél differenciálható, tehát reguláritás 
tartománya a teljes nyílt sík. 

B) A függvény — a z — I, -- i pontok kivételével — mindenütt differenciálható, 
tehát regularitási tartománya a teljes zárt sík az említett 3 pont nélkül. 

C) A 3. B) példa értelmében függvényünk csak magában az origóban (de már ennek 
semmilyen környezetében nem) differenciálható, így sehol sem reguláris. 

D) A 3. E) példa értelmében függvényünk csupán a z — co pontban differenciál- 
ható, tehát sehol sem reguláris. 
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6. Igazoljuk, hogy az alábbi függvények harmonikusak, azaz szóba jöhetnek regu- 
láris függvény valós, ilietve képzetes részeként: k 


A) v—38y—y; B) u—e cosy; C) v— cos xshy; 
1 
D) u — Inr; B) v—[r— 7] sine. 


92y  92y fe) 
38 387 öz 


3 . 
Megoldás. A) Av — (6x y) -- gt) — 6y—6y—-0. 


9 9 
EA x í szei tök x sz 
B) Au— 57 (e sells állá 7 ex sin y) — ex cos y — ex cosy 


(0) a 6 
C) AB szer BG Bt a OOH ÉN JJ ves — cos xshy 3 cos xshy — 0. 


íj d E 1 1 
E BAZE e át or ERIK izét tészta z e 


R 
9 1 AneBE 1 1 Zn ajka 1 11 9 
E) av 514] sin p 45[7 tajsnp- a se] öp cos p —z 
sg : ha § Úéra : He at va 
— — sing -F 7 sinp tasinp — sing -4 asinpz 0, ts ük 

7. Határozzuk meg az előbbi függvények harmonikus társát, és írjuk fel a w — 
— u 3- iv módon együtt képzett reguláris függvényt. 

A harmonikus társát az A) esetben részletkvadratúrával, az E) esetben közvetlenül 
integrálással, a többi esetben görbementi integrálással végezzük B) w(0) — 1, C) 


w(0) — 0, D) n(1) — 0 kezdeti feltétel mellett. 
Megoldás. A) Az adott v(x, y) harmonikus társa részlet-kvadratúrával 


9v AV. 0 9v 
. ül(x,y) 5 [57 — (IE rsfőe]ere- 
— ( (82 — 3y2) dx— f [dz9-- ő $ Be — 39) ax] do ég 
—8— za ( [doo— 552 — gy [dv 4 C — 


— x3 — 3y? x — f Iöxy — 6xy] dy 3 C — x? — 3y2x 3-K. 
A harmonikus társak képezte reguláris függvény 
w—-udtiv—x?—3y2xiti(32y—y)3K —Cz73K, 
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BA 0ZzÉ£Sxn—0(E)ésa0S7yasy,§—x (E,) egyenesszakaszok men- 
tén integrálva, a keresett harmonikus társ 
f (Tr, y) 
9u 
v(x, 9) — (E, EJ j b szét 


0,0) 


9u c esés 
E a C— fe sino . dé -- 


Pe cos 0 : 0) - ) (essin 9 " 0 -- ex cos m " dn) -C—e siny -- C, 


amellyel a keresett reguláris függvény 
w — u d iv — ex cosy 3 iersiny 4 iC — ex (cos y 4 isin y) - IC — ex : ely 3- 
HFiCs-ervyaáiC—edgCc. 
A kezdeéti feltétel figyelembevételével 
w(0) —ee3C-—-13C—hIl, azaz, C— 0. 

C) Az 97 — ze 0 E € z x egyenesdarabon (E) integrálva, a keresett harmo- 

nikus társ f ; 
u — (8 ( [5 6—og ém] c —f 
0 


(0,00 


coséch ték 


3-sin £ enter dé -C c sinxchy 3 C; 


ezen (parciális integrálással nyert) eredmény felhasználásával a keresett reguláris 
függvény 
w — sin x ch y 3- i cos x shy -3- C — sin x cos i y -- cos x sin iy 3 C — 
— sin (x 4 iy) -C — sinz 3 C. 
Az adott kezdeti feltétel szerint 
w(0) —sin0903C-cC hc 0. 


D) A: 1—1,0SyEg körív (K) ésaw— go, Il 12 r egyenesdarab (E) 
mentén integrálva, a keresett harmonikus társ 


ír, 9) P 
l 9u 94 1 
09 — (Ka D f[-1 ag ül Laj de 10—-(114-piC 
(0,0) o 
és ezzel a keresett reguláris függvény 
w.-udtiv-l1]nri3ip-4iC—lnreiv 34-iC—lnz--iC, 


A kezdeti feltétel szerint 
w(1) —In13iC5iC—-—0. 
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E) A keresett harmonikus társ, részlet-kvadratúrával 
üt 9 , 9v HT n 
u(r, p) — HEZ dr — rő dp] 40 — f [7 [7-3] os dr — 
] Í 1 jé ee 
sar 1-6) sine dp FC — f h-cospdr—[r4£: sin p del 
E 48 k 2dlöb es b at 


3- C — jarai) csp4C—lraioosp- c, 
! f) 


J l 


és ezzel a keresett reguláris függvény 


1) LF 
v-npiva[r45] eseti [[—5] sec — 
ENNE lg LAT 1 

SETÉST SZ éz ea esése s 


f) A konform leképzés 


a) A konform lekép- j I". Előkészítés. 1". Legyen a w — f(2) függvény a 
. zés sajátságai zt hely bizonyos T környezetében folytonos és egyrétű, 

magán a z, helyen pedig differenciálható ; az egyrétűség 
következtében f"(29) 5£ 0, amint ezt később megmutatjuk. 

Fektessük most a T- ben a zg ponton át két tetszőleges egyszerű, folytonos 
z.(2) [z;(t) — zo] görbét (i — 1, 2). A megfelelő f[Zz(2) ] —-w;(2) képgörbék a wy — 
— f(zo) — w;(t;) ponton átmenő és szintén egyszerű, folytonos görbék, továbbá z/(t£) — 
56 29 esetén w.(t) — wo, lévén f(2) egyrétű és folytonos. 

2". Tegyük fel végül, hogy a z.(t) görbéknek z, metszéspontjukban van érintőjüks 
azaz léteznek a z.(t;) -£ 0 deriváltak. Ekkor — a láncszabály és az f (zo) -£ 0 feltétel 
értelmében — a 


wi(t) — f (20) zi(t) A 0 1) 
deriváltak is léteznek, vagyis a w,(t) görbéknek is van érintőjük wy metszéspontjukban. 


További vizsgálataink az egymásnak megfelelő (közös dt elenyésző növekményhez 
tartozó érintőleges és elenyésző hosszúságú) 


dz, — Z(t,) d6t (sAz,) és dw, — w,(tp) dt — f"(zo) z1(t) dt — f (zo) dz, (s A w) 


ívelem-vektorokkal kapcsolatosak (ezek dt - 0 esetén görbéjük magasabb t paraméterű 
pontjai felé mutatnak). A dw, — f (zo) dz; összefüggés — a dz; — ds, eiv:, dw, — 
— da; ei"i és f(z)) — a ei" jelölések bevezetésével — a 
doc; ei?: — a eia . ds, ei - e) 
alakban írható. 
II. Főbb sajátságok. 1". A (2)-ből következik az arkuszokra nézve, 


hogy 
0,—adtgp azaz 0—g,— a, (3a) 
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vagy részletezve, 
0, — p1—059—p.—a (3b) 


Eszerint az (érintőleges) dw; és dz; ívelem-vektorok hajlásszöge — függetlenül.a görbe- 
pár (az i index) választásától — nagyság és értelem szerint a — arc f (zo)-lal egyenlő; 
a — arc f (29) tehát a lokális elfordítás mértéke. 

A (3b)-ből következik, hogy 

; Ü1 — Ü2 — Pi — Pe (4) 


23a. ábra 


vagyis a Z21(2) és a z.(t) görbék hajlásszöge a z, metszéspontban — nagyság és értelem 
szerint — ugyanolyan, mint a wi(t) és w.(t) képgörbék hajlásszöge a wy — f(2g) pont- 
ban. A w — f(2) leképzés tehát a zg helyen szögtartó (23a. ábra). 
2", A (2)-ből következik az abszolút értékre nézve, hogy 
d. 
do, — a ds;, azaz íz ha£z0, (5a) 
í 

vagy részletezve, 


Eszerint a I dw, ] és a] dz; ] ívelemek aránya — függetlenül a görbepár (az i index) 
választásától — az a — I f/(zo) ] számmal egyenlő; a — [ f (29) ! tehát a lokális vonal- 
menti nyújtás mértéke. 

Az (5b1-ből következik, hogy 


dos ds." (6) 
vagyis a z21(t) és a z.(t) görbék ívelemeinek aránya a z, metszéspontnál ugyanakkora, 
mint a wi(2) és a wo(zt) képgörbék megfelelő ívelemeinek aránya a w — f(zg) metszés- 


pontnál, A w — f(2) leképzés tehát a zg hely elenyészően kis környezetében, vagyis 
lokálisan aránytartó. 


3". A fentebbiek értelmében pl. a dz, — dsjei": és dz, — ds, ei: ívelem-vektorok 
által meghatározott háromszög a hozzá hasonló dw, — a ds eilerto) és dw, — 
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— a ds, ei(r.t2) ívelem-vektorok által meghatározott háromszögbe, az elenyésző 
sugarú dz — ds eit, 0 — t C 2m kör (a hozzá hasonló) dw — a ds eitt9, 0 c t c 2n 
körbe megy át (körtartás) a w — f(z) leképzés során. Megállapítható tehát, hogy — 
az 19-ben előrebocsátott feltételek mellett — a w — f(z) leképzés a z, hely elenyészően 
kis környezetében, vagyis lokálisan hasonló vagy — Gauss kifejezésével élve — kon - 
form. 

Nyilvánvaló, hogy véges, de elegendően kicsiny Az, és Aw; húrvektorokra nézve 
a fentebbi sajátságok (a szögtartás, az aránytartás s így a hasonlóság, pl. a körtartás is) 
csak közelítőleg állnak fenn. 

47. Az ezk említett elenyésző méretű háromszögek és körök területe 


3 1 § 
dt, — s. dsz dso sin (71 — 09), — dra — 5 adsi : a dse sin (01 — 072), (7a) 
illetve 
dté—dőmx  — dro—(ad) a. (1b) 
A megfelelő területek aránya, vagyis a lokális területtorzulás mértéke tehát 
dr 2-1 f/ 11. de 
470-IfdP—[5] : (82) 


Amint ismeretes, t e mérték a w — u 3- iv — f(z) — u(x, y) 1- i v(x, y) leképzés 
z9 — xy, 4-iyg helyre vonatkozó JaAcoBti-féle függvénydeterminánsával is előállítható, 
ha figyelembe vesszük, hogy — a w — f(z) függvény zo helyi differenciálhatóságát 
biztosítandó — az u(x, y) és v(x, y) za helyi parciális deriváltjai folytonosak, és kielégí- 
tik a CaucHY—RIEMANN-féle feltételeket. Ily módon nyerjük, hogy 


ön. fán 
(u, 1 Vo 18x 0 55]; ! 97)? 9v ] 12 
s 0(x, Jo 9v 9v J ak ar Én fd) mí (8b) 


jégtáblák a (8a)-val. £. 
"., Ugyancsak ismeretes," hogy ha — a most említett feltételek mellett — 


9(u, V)o 8 
se sz! f(zZ)] 70 
5 fed 7 0, 
akkor a w — f(z2) leképzés a zg elenyészően kis környezetében, vagyis lokálisan egyrétű. 


III. Konformitás egy tartományban. 1". A w — f(z) leképzést 


a T tartományban konformnak nevezzük, ha az a tartomány minden pontjában (lokálisan) 
konform. 


Ennek szükséges és elégséges feltétele — a fentebbiek értelmében — az, hogy a 
w — f(2) a T-ben reguláris és egyrétű legyen. 


A w — f(z) függvény T-beli regularitásából nyilván következik ottani folytonos- 
sága. Könnyen belátható továbbá, hogy a w — f(z) függvény T-beli egyrétűsége követ- 
keztében ott 

f42) 0. 


t L. pl. STACHÓ [M. 9.1. 
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2", Ha ugyanis a T valamely za pontjában f(z9) — 0, de pl. f (20) 5£ 0, akkor az 


(2) — wo — ce (z — 29)? 4 cs (z — 29? § iss 
"TAYLoR-sor?f za elenyészően kis környezetében a 
w — wo — cs (z — 29)? 


függvénnyel helyettesíthető, amelynek 


- ) IG ZMZS 
zZ — Zo -[/d- 


inverze nyilván többértékű függvény. Ily módon a w — f(z) a za említett környezetében 
nem lehet egyrétű. 
Ha viszont f"(20) 5Z 0, akkor a helyettesítő 


; w — wg — c4 (z — 29) 
lineáris függvény egyértelműen megfordítható. Ily módon a w — f(z) leképzés a z, elenyé- 
szően kis környezetében egyrétű. 


Hangsúlyozandó, hogy ha a 7-ben mindenütt f(2) 3 0, azaz w — f(z) a T-ben 
mindenütt kicsinyben egyrétű, ebből még nem következik a w — f(z) nagybani, vagyis az 
egész T-beli egyrétűsége, még egyszeresen összefüggő T esetén sem. Pl. a w — 2! függvény 
az 1 C]z] Z 2, Im z 5 0 félgyűrűben nem egyrétű, noha ott f (2) — 4225 0. 


3". Ha a w — f(z) függvény egyértékű, de nem egyrétű (vagyis z — p(2) inverz függvény 
többértékű), akkor — a w RIEMANN-felületénektt felhasználásával — igazolható, §f?t 
hogy a w — f(z) leképzés konform minden olyan za pont elenyészően kis környezetében, 
ahol f" (20) 57 0. Áz olyan z, pontok, ahol f"(z.) — 0 és ezek képei a RIEMANN-felületen az 


1 
ún. elágazási pontok."tr$t Pl. a w — z( — 3) függvény elágazási pontjai z — -- Il. 


. Ha a w — f(2) leképzés a T tartományban konform, akkor általában pontról 
elte Ssáláátak a fentebb megismert mértékek. Ennek megfelelően egy z(2), ty C t It, 


egyenletű sima görbe (g) f[z(2 ] — w(D), ty Cta t. képgörbéjének (G) ívhossza 
[€9 


5 — [doc fat) ds — JIFEtdsm LF TOT ÉCB I dt 
(9) d (9) 
módon, a T VAGON ÁY B képtartományának MEZTBA pedig 


— fd — (fat) ar — Íf1f(2 par 

(B) Fé (Tr) 

módon számítható. 
AT tartomány B tartományra való konform leképzésének szemléltetése céljából 

rendszerint egyszerű görbéket veszünk fel a T-ben vagy — egyrétűség esetén — akár a 

B-ben, s vizsgáljuk képét a másik tartományban. Pl. az u — cz és v — cs egyenletű két 

merőleges egyenessereg konform képe a 


ux,y)— a és v(x,y) — c; 


4§ L.4.§. b) 8) 
Ss j, bővebben a 3. ". b) a) II? hélyen. 
s L. LAVRENTYEV— éra i. m. 
"txt T., bővebben a 3. §. b) a) II? helyen. 
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egyenletű két görbesereg, amely 


8u 99 
j őx  9y Í 
TB ov, 
dy ax 


értelmében szintén merőleges egymásra. 


5, Végül említést teszünk az ún. násodfajú konform leképzésről; ez — meg- 
egyezésben a közönséges vagy elsőfajú konform leképzéssel — aránytartó, és megtartja 
a Trakka nagyságát, de — ellentétben azzal — megváltoztatja a szögek értelmét (szög- 
váltó). 


Könnyen belátható, hogy az elsőfajú konform leképzést létesítő w — f(z) függvények 


o — f(2) konjugáltja másodfajú konform leképzést hoz létre, Ui. az o — f(z) függvény w — 


sz fd o-w függvényláncolatként állítható elő, amelynek első tagja arány- és szögtartó, 
második tagja aránytartó, de szögváltó. 


Példák 
1. — Vizsgáljuk meg a w — z? függvény megszabta leképzést konformitás szempont- 
jából. : 


Megoldás. A függvény deriváltja f(2) — 22 — 2r eig regularitási tartománya a 
teljes nyílt sík. 

E tartományban mindenütt f(2) 5 0, kivéve az origót, ahol f (2) — 0. Leképzé- 
sünk tehát e tartományban — az origó kivételével — mindenütt lokálisan( !) konform 
(szög és aránytartó) és kölcsönösen egyértelmű (környezettartó). 


Szemléltessük tetszőleges z -£ 0 pont elenyészően kis környezetében a leképzés e 
tulajdonságait. Az reit, (r 3- dr) ei! körök és a teir, teilrtdr) sugarak határolta, 
z — r eiv pont menti területelem a w — 2? leképzés során az r?efit, (r? 3- 2rdrjefit 
körök és a £? efir, 2? efilvtd,) sugarak határolta, w — r? etiv pont menti területelembe 
megy át (dr 5 dr? 3 0). A megfelelő ívelem-vektorok tehát dz, — dr ep és dwy — 
— 2rdr e?iv, dz, — rdp iei? és. dw, — 2r?dop ietiv (efide F3 1 3- 2idp). 

A lokális vonalmenti nyújtás mértéke 


Idwil — 2rdr — jdwol 2r"dp az; 
k s — 4 sz elt — 2) 3 
ldzi] dr Idzol rdp dit él 


a lokális elforgatás mértéke 


5. — p — arcf (2), 


a lokális területtorzulás mértéke pedig (derékszögű négyszög alakú területelemekről 
lévén szó) 


Idwijldwel — 2rdr: 2?dp 
Idzílidze[ —— dr-rdp 


—42-IfDP, 
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vagy (a z -- dr eit és a 22 3- 2rdr eitrt elemi körök területével számolva) 


! dw 2 4r?dr?a 
Li í sa — 42 — If 12 
ldz Po dr?a 1. Top 


összhangban az elmélettel. A z -£ 0 elenyészően kis (kör alakú) környezete tehát 
(p mértékű elfordulástól és 4r? mértékű területtorzulástól eltekintve) megmarad; e kör- 
nyezetek leképzése egymásra kölcsönösen egyértelmű. 


A leképzés e tulajdonságai megszűnnek az origó környezetében. Az r eit, p, 
St Ep, körív és az r eri, r ei: vektorok határolta, z — 0 menti körszektor a w — 2? 
leképzés során az r? efit, 2p, S 2t — 20. körív és az r? evi, r? e2r: vektorok határolta, 
w — 0 menti körszektorba megy át, speciálisan a z — 0 menti felső (alsó) félkör a. 
w — 0 körüli egész körbe (ugyanabba). A leképzés tehát a z — 0 menti hajlásszöget 
(a környezetszektor szögét) megduplázza. Ily módon a z — 0 környezetében megszű- 
nik a leképzés szögtartása, környezettartása és kölcsönös egyértelműsége, csak arány- 
tartása marad meg. 

Hangsúlyozni kell a fentebb említett mértékek lokális jellegét. Ha tehát egy véges. 
tartomány konform leképzéséről van szó, e mértékek pontról pontra változnak. Ennek 
szemléltetésére vizsgáljuk a 0 Sr E 2 cos p, 0 — p — m/2 félkör-szektor leképzését. 


Ü 
A képtartomány nyilvána0 £ o —£ 4 cos? - —2(1-3-cos 9) 0—0—2pG xkardioid- 


szektor. Az utóbbi területe — a EREJÉRE SE mérték segítségével — 


xj2 2cosp fla fel 
T—[ f rdpdr-47—f [migese dp— 16 f cost p dp — 
g50, r-—0 9-0 9-0 
7 9 7 1 td 
n:-§8 J cost 5 di Iz $ et do öz Bt, 
7-0 750 


kerülete pedig — a vonalmenti nyúlási mérték segítségével — 
72 i2 


S s Ji Vr2 3-r? do: r-] JEEZ 7- sin? gp) : 4 cos p dp — 


Ü Ü 
zi fV cost EA 16 cos 5 sin? 5 di — jve 3- 0? dő — a cos 5. di — 8. 
ó 0 0 


Vizsgáljuk végül egy-két ortogonális görbesereg leképzését, A z sík felső felének 
y—-C50ésx— K,y 50 merőleges egyenesserege a w sík 
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egyenletű és 


: 4CK TRÉ 1 
ASE ÉSSÉT 7 c JÖGBÜGET (ő I RÁNTÉ TT (ET 
Fat 


értelmében merőleges parabolaseregébe, az 2x—y?—C,y50és2xy—KySs0 
egyenletű és 


e éhes 1 CÉ 1 
487 ég JD y 
x 


értelmében merőleges hiperbolasereg az u— C, v — K merőleges egyenesseregbe, 
az r— C, p— K merőleges polárkoordináta-hálózat a o — C?, 0—2K merőleges 
polárkoordináta-hálózatba képződik le, a konform leképzés szögtartásának meg- 
felelően. 


2. Határozzuk meg az alább megadott tartományok w — f(z) létesítette képének. 
alakját, kerületét és területét: 


A) 0— 


1 
x 
I 
o 
IIA 
"a 
M 
00]a 
gt 
I 
Mi 
gy 
M 
S 
4 
1 
ki 
II 
NI. 


Megoldás: A) A képtartományt a w, — e? ely, w, — eteiy körök és a w, — 
4 


— ex ei0, w, — ex eé2 sugarak határolják. E körgyűrű-cikk területe, [f(2)]— er 
figyelembevételével, ; 
7/2 E) 3 
TSZ es dx dy : ex — E ex dx — (e — 1), 
2 4 
y-0 xzz0 0 


kerülete pedig 


1 
IT hag ség IT 
$-2fdocAo 5"e450—26—D4Se4D; 


ezen eredmények elemi úton is nyerhetők. 
8 ; 3 A LE zza s bg 
B) A z, — eit, z, — 2eit körök képei a wy — e-it, w, — 3 e-it körök. A kép-kör- 


t igás éc 
gyűrű területe, 1f (2) ] — 7 figyelembevételével, 
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kerülete pedig 
1 
S-4m:7t2n:17— 3zx, 


amely eredmények közvetlenül is felírhatók. 
3. Határozzuk meg az alábbi tartományok w — f(z) létesítette képét: 


1 Tel 1 
A) [za [514 e s B) 2S]2z] S3,w- 


za 
ES ett 3 hi 


C)i22—1]sl, w — 22. 


: AA 
Megoldás: A) A z4—17- eít — 2e ? cos e. kör és (pozitív befutásnál bal- 
oldali) belseje 
1. éz 1 


wWy — — rzés / azaz Re w, — — 
Z1. " 26087 2 


egyenesbe, illetve a (megfelelő, felülről lefelé történő befutásnál szintén bal oldali) 


1 
Rew 5 xy félsíkba megy át. 


B) A z, — 2eüt, z, — 3eít körök és az általuk határolt körgyűrű-tartomány a 


; § ÉP TS 5 LAGBN sg 5 
i mzethrzetzs pr ecosthizsint, azaz ] wy — 1 ] -- ! wy 4-1] ——, 
3 Bar tz JB .4 . 10 
we — get -b yet —e- cost 4 i— sint, azaz [we — 11-61 wet-1]— 


ellipszisekbe, illetve a köztük levő elliptikus gyűrűtartományba mennek át. 
C)YAJj22—1] CI, Rez 50 fél lemniszkáta belsejét a w — 2? leképzés nyilván 

alw—1]-C1 körbelsőbe viszi át. 

4. Képezzük ll aln2—xocln30SyGC 5 téglalap-tartományt — ismert 

elemi leképzések láncolatán át — elliptikus gyűrűtartományra. 


Megoldás. A 2. A) példa értelmében a z sík adott tartományát a Z( — ez leképzés 
IT 
2 
az o sík 16 S] o] sz 81, 0 — arcwg a 27 (bemetszett) körgyűrűjébe, végül ezt — a 


; : 1 1 Zs ; 1 
3. B) példa szerint — a 9-3] -k 7] leképzés a w sík 165 S [w 4 1] 73-i 


b 
aCsíik2cIt]zz3, 02 arc Z 7 — negyed körgyűrűébe, ezt az o — C! leképzés is 


3]w—1jc81 13 0 — arcw a 2m (bemetszett) elliptikus gyűrűjébe viszi át. 


A kívánt leképzést megvalósító függvény tehát 
l ( 1 1 j T 
s — 4 —j] — — —4 sé 
[7 $ 2 ay (ez -4 ez) — ch 4z, 


£) A KONFORM LEKÉPZÉS §$) II? 129 


SÁVEHÁ a ÜT sk 3 
prés ci függvény (ahol c valós ölés! a z sík 
mely részét képezi le konform módon a w sík felső felére. 

Megoldás. Függvényünk — némi átalakítással — 


5. Állapítsuk meg, hogy a w — 


. [2z—9JE£-9B [z77—87-c(z— 2)1[(?— 6) 3-2icyP 
ij. Iz4ej[ 124ejs Iz ejt 4 


Képzetes része pozitív, azaz 


w 


ha r? 5 c esetén yo 0, vagy ha r? a c? esetén y— 0. Eszerint függvényünk a) a 
I zj — c kör felső külsejét és b) alsó belsejét képezi le az Im w — 0 félsíkra, Az a) és b) 
tartományok leképzése konform, mert bennük 


4c (z — c) 
eső 2-2 0. 
GF3 YT 
8) A konform le- 
ü esz É 
Fr égy árssszásztái I. Alapfeladat. 17. Az a)-ban megismerkedtünk a 
elvei Hús konform leképzés fogalmával és sajátságaival, ezt követőleg pe- 


dig számos elemi függvény által létesített konform leképzéssei. 

Most lássuk a konform leképzés elméletének alap- 
feladatát: Keresendő "azon függvény, amely megvalósítja tetszőleges T tartomány kölcsö- 
nösen egyértelmű konform. leképzését a szintén tetszőleges B tartományra. 

2-7. Ilyen áltaiános fogalmazás esetén az alapfeladatnak nincs megoldása. Ui. pl. könnyen 
belátható, hogy nem lehetséges többszörösen összefüggő tartomány kölcsönösen egyértelmű, 
folytonos leképzése egyszeresen összefüggő tartományra, 

Vizsgáljuk meg ezért a konform leképzés feltételeit, elemi függvények zárt kombinációi- 
val létesíthető speciális eseteit, 2 tartomány alakjától függő sajátságait stb. 

II. Tartományok konform leképzése. 17. Ennek (létezési és egyet- 
lenségi) feltételeit állapítja meg a konform leképzés elméletének alaptétele: 

Ha aT és a B legalább két kerületi ponttal rendelkező, tetszőleges egyszeresen összefüggő 
tartomány, a 29 és a w, adott belső pont, a$9 pedig előírt valós szám, akkor a T-nek csak 
egyetlen olyan w — f(z) kölcsönösen egyértelmű konform leképzése létezik, amely kielégíti 
az 
f(20) — wo, arcf (20) — 0 
(normáló) feltételeket. 

E tétel igazolása meghaladja a mérnöki érdeklődést. 


27. E normáló feltételek nyilván három valós paramétert írnak elő az f(29), illetve az 
f (20) részére, nevezetesen az s 


úg "új Re f(Z0); vo — Im f(20), 09 — arcf (20) 
értéket. Eze!: helyett más, ugyancsak három valós paraméter is szerepelhet. A tartományok 
kerületének tetszőleges pontjait zt, z, 29, Zs, illetve w?t, wi, wo, wz módon jelölve,s őket 
pl. a kerületnek a z", illetve a wt ponttól (pozitív értelemben) e pontokig mért-s1, S2, Sz, 
illetve Sz, S2, Sz ívhosszával jellemezve, végül az S — S(w), w — f(2), z — zís) függvény- 
láncot az S — g(5) összetett függvénybe tömörítve, a mormáló feltételeket pl. az 


497 Re f(20), vo — Im f(20), Si — e(5) 


" §1— p(5), Sz — (52), Sz — 9(52) 
alakban is megadhatjuk. 3 ? 
37. A z alaptétel igazolása során megmutatjuk, hogy a T, illetve a B tartomány egy 
alkalmas Z — g(2), illetve 2— I(w) függvénnyel kölcsönösen egyértelmű és konform módon 


vagy pl. az 


9 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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leképezhető egy közös D tartományra, pl. a ]€] CZ 1 egységkörre vagy az Im 5 0 felső 
félsíkra. Rendszerint a közös (de általában nem azonos hálózatú) D tartományok egymásra 
való Cs — k(C1) kölcsönösen egyérteimű konform leképzésénéi vesszük igénybe az említett 
normáló feitételeket. 

4". Megemlítjük még a tartomány megmaradásának elvét: 

Ha a w — f(z) függvény a T tartományban reguláris és nem konstans, akkor a B kép- 
halmaz szintén tartomány. 


III", Kerületek megfeleltetése, 17", Fentebb csak a 7 és a B nyílt 
tartományok egymásra való kölcsönösen egyértelmű konform leképzéséről esett szó. Most 
vizsgáljuka T, illetve a B zárt tartományok K — T — T, illetve L — B — B kerületének 
kapcsolatát e leképzésnél, E kérdésre ad feleletet a kerületek mmegfeleltetésének tétele: 

A w — f(z) függvény valósítsa meg a T tartomány kölcsönösen egyértelmű konform 
leképzését a B tartományra ; 1. ha az 2 kerületnek nincs végtelenbe nyúló ága, akkor az f(z) 
folytonos a T-ben és az. o. — f [Z(5) ] — e(s5) kerületi függvény a K és az L kerületek folytonos 
és kölcsönösen egyértelmű megfeleltetését létesíti (itt a kerületi pontok annyiszor veendők szá- 
mításba, ahányszor áthaladunk rajtuk a kerület teljes körüljárásánál); 2. ha a K és az L 
kerületnek nincs végtelenbe nyúló ága, és görbületük minden pontban folytonos (tehát korlátos 
is), akkor a g(s) kerületi függvény folytonosan differenciálható (a kerület co görtületű csúcs- 
pontjaiban a p"(s) derivált vagy nem létezik, vagy 0, vagy co értékű). 

Megjegyzendő, hogy — az a.) értelmében — a K, illetve az S kerület egymásnak meg- 
felelő körüljárásánál a 7, illetve a B ugyanazon (pl. bal) oldalon marad. 


27. A konform leképzések gyakorlati alkalmazásánál nagy jelentőségű a kerületek meg- 
feleltetésének elve, amely bizonyos értelemben az előző tétel megfordítása: 


8-0 8B-2m 


23b. ábra 


Legyen a T és a B egyszeresen összefüggő tartomány, sőt a B még korlátos is. 1. Ha a 
w — f(2z) a T-ben reguláris, a T-ben folytonos, 2. hc az o — f [€(5)] — 9(s) kerületi függvény 
a K kölcsönösen egyértelmű teképzését valósítja meg az L-re, a körüljárási értelem megtartása 
mellett, akkor a w — f(z) a 7 kölcsönösen egyértezmű konform leképzését létesíti a B-re. 

3". Ezen elv akkor :s megtartja érvényét, ha a B belsejében tartalmazza a w — os 
pontot; ekkor azonban az 1. feltétel a következővel helyettesíthető : 1. Ha a w — f(z) a T-ben 
reguláris, a T-ben folytonos, kivéve valamely belső za pontot, ahoi a függvénynek elsőrendű 
pólusa van. 

4". A kerületek megfeleltetésének eíve akkor is érvényben marad, ha a B tartomány 
(egyszerű) L határgörbéje tartalmazza a zZ — oo pontot; legyen az L végtelenbe nyúló 
cezimotótáinak hajlásszöge B (6 — B 2), továbbá a : tartomány K kerületén a w — oo- 
nex megfelelő €, pontban az érintők hailásszöge ar (0 — a 2); (23b. ábra). Ekkor az 
1. feítétel a következővel helyettesítendő: Ha a w — f(z) a T-ben reguláris, a K kerü, 
leten — a €o-t kivéve — mindenütt folytonos, s a €o-nak a T-hez tartozó környezetében 


B 7-2 


, a 


u 2 


rendűen végtelen naggyá válik, 
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Ha pl. u — B/a, akkor függvényünk a £9 környezetében 


A 
12— e7-gjöa 7-0] 


alakú. 


Ha speciátisan a w — oo az L kerület többszörös pontja, akkor elegendő az előbbi fel- 
tétel teljesülése a w — o0-nek megfelelő egyik Cs pontban. 


Példák 


1. Vizsgáljuk az ! zi GT 1 egységkör-belső 


Z 1 fzz z A 
sza s ed 4 S S ee— 
ÖR ETTFAT? D-T erne 
által létesített leképzését. 
Megoldás. A) A z — ei egységkör képe 
e 1 
w -— ZO gar] ki , 
(1 - ei) (25 ég; 5] 4 cos2á 


azaz függvényünk kölcsönösen egyértelmű kapcsolatot létesít a z — ei kör és az 
u5!., v— 0 sugár pontjai közt. E megfeleltetés mindenütt folytonos, kivéve a 
Co — —l pontot, amelynek környezetében 

—-1 


w As ————— 


(1-2? " 


Most a III" 4" tételt alkalmazzuk; a— 1 és 8 — 2 lévén, a feltétel teljesül 
Eszerint függvényünk egyrétű, konform módon képezi leaj 2] C 1 körbelsőt azu — 
51/,, v— 0 sugár mentén bemetszett w síkra. A 24. ábrán feltüntettük az r — 
—cd1, p-— K polárkoordináta-hálózatot és a w sík megfelelő ortogonális káló- 
zatát. 


24. ábra 
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B) A z — eir egységkör képe 


n ; 22/n 1 
w - VA sal sari ( n? . 129 JE SZTN ST 


inp 2/n , 1? 6 ,neyéin 27n, 
(einr 3- 1) el re i 2) [cos §) 


2 


27 
ség; őse tése : 7 éz Fák o; i(k—1T 
Jelöljük a z — ei" körön a szabályos n oldalú sokszög csúcspontjait A, — e n net 


i(2k—1) 


a felező pontokat pedig B, — e n.nel, ahol k — 1,2,...n (25. ábra). Az w— 


np , f 23 FR. BET? - s ZA ÉT ; 
szi cos értéke 1-ről 0-ra csökken az A, B, íven, —1-ig csökken a B, A; íven (itt 
Tao Bé 
arcg — —-vel számolunk); az A; B. íven —l1-ről 0-ra (arcw — —mn), a BA 
íven pedig 0-ról 1-re (arc v — —29) növeksziksí. t. . 
vt 


25. ábra 


ös tb, 
Ennek megfelelően [w] az A, B; íven 1-től c0-ig nő, és arc w — 0; a B, A; íven 


izlttétááe . pe 
005 wIz l, arcw — 27/n; az A, B. ívn1SE]w) 2 co, arcw — 27/n; a B, Az 
íven co 5]Íw] 5 l, arcw — 4x/nsí.t. A w pont tehát n sugarat fut be, mégpedig az 


- 2 
arcw— (km IwWZ1 k—l1,2,...n 


sugarakat, mindegyiket kétszer, ellenkező értelemben. 

A z — eir kör mentén függvényünk n-szer válik co-né, nevezetesen a B). pontok- 
ban. E pontok a z? 3- 1 kifejezés egyszerű zérushelyei, tehát környezetükben írható, 
hogy 

const 
w ra t.-BJT . 


A III" 4" tétel értelmében (lévén most a, — 1, B, — 2/n) függvényünk a Izj 71 
körbelsőt egyrétű, konform módon képezi le az említett n sugár mentén bemetszett 
w síkra. 

2. Vizsgáljuk az alábbi leképzéseket: 


: 
A) izjaI, w-lhnr—z Ép 
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Megoldás. AM Az-e" kör képe a 


;? 240 ság 
1 —e 2 —e "2 ie"? 
w — ln s ln 5 7:h sZ sz ú — 
1 — eir iS —iS SAESHRNE A 9 ai 
ÖL drezéő, TB Z2isin-5 2 sin -5 
9—-gp 
Út 
e 1 . JT — 3 
— In —— —  —-—ln ki 2 7uiv 
sún? in? 
2sin 5 2 sin 5 


komplex egyenletű vagy 


1 
usíln si — In 1 — In — 1n2 


IT 
ösi essél 
sin 5 v 


valós egyenletű ún. egyenszilárdságú láncgörbe (26. ábra). 

A kerületek megfeleltetésének elve értelmében függvényünk a] z] — 1 körbelsőt 
egyrétű, konform módon képezi le az említett lánc- 
görbe belsejébe. 

BA z—cospeiv, . —n/2E0964 x/2 kör 
képe a 


nore 


w — fcospe 2? — [os 20 ei?, -f61s 


lemniszkátaág. 

A kerületek megfeleltetésének elve értelmében 
függvényünk e két görbe belsejét egyrétű, konform 
módon képezi le egymásra. 

3. Keresendő olyan w — f(z) függvény, amely 
a Iz] C1 egységkör konform leképzését létesíti 
a [w] CC 1 egységkörre, f(i/2) — 0 és arc f(i/2) — 26. ábra 

— :r/4 normálás mellett. 

Megoldás. A konform leképzés elméletének alaptétele szerint feladatunknak csak 
egyetlen megoldása létezik. 

A kívánt körtartást csupán lineáris törtfüggvény biztosíthatja. Az inverz pontok 
invarianciájat miatt kell, hogy még f(2i) — co is teljesüljön. A kettős viszony meg- 
maradására" való tekintettel írhatjuk, hogy 


azaz 
z — il2 z — ij2 


L. bővebben a 3. § a) 8) helyen. 
95 
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A k meghatározása céljából érvényesítsük az ] f(eiry]— 1 és az arcf(i/2) — x/4 
követelményt: 
j ein — ij2 ! 1 — ie—iv[2 I 
[fel — Ik] 1 ieirj2 


Ike TFTeez 


7 ]k] —- 1, 
: 3/4 


BETEG MOR e Te TzTáj ls: 


4 IT 
—arcsk—arck—T a, 


vagyis 


A keresett függvény tehát 


g) Műszaki alkalmazások 


a) Pont kinemati- I". Alapfogalmak. 17. A síkban szabadon mozgó 
kája a síkban ] pont lehetséges helyzeteit meghatározó független koordiná- 
ták száma, tehát e mozgás szabadságfoka kettő. E két, az 
ídőtől függő koordináta egy, az időtől függő síkvektort állapít meg. A pont síkmozgása 
tehát matematikailag egy-skalárváltozós kétdimenziós vektorfüggvénnyel vagy valós 
változós komplex függvénnyel jellemezhető. Itt az utóbbival lesz dolgunk. 
A pont síkbeli mozgását kinematikai szempontból teljesen meghatározza a z helyzet- 
vektort a í idő függvényében megadó 


z — 2(t) (1) 


valós változós komplex függvény. Ez egyértékű és folytonos kell, hogy legyen, sőt — a 
későbbiekre való tekintettel — legalább kétszer differenciálható is. 

Az (1) egyúttal a mozgó pont síkbeli pályagörbéjét is meghatározza mint ennek komplex 
egyenlete. A görbe (egy O(to) rögzített pontjától, a befutási értelemben mért) ívhosszát 
s-sel jelölve, az s(to) — s(1) különbség a pont által a tí, — ty, időközben megtett utat szolgál- 
tatja, maga az s(t) függvény pedig a pálya befutását jellemzi. 

27, A z2(t 3 42) és a z(t) helyzetvektorok Az — z (t 3- A 2) — 2(t) különbsége a 
mozgó pont At időközbeli elmozdulásvektorát (a pályagörbe húrvektorát), a A z/At 
ázást tást hányados az időegységre eső elmozdulásvektorát (a pályagörbe szelővektorát), 
végül a 


At) — t A j 
Dezso TES Ezzel zt (2) 
4160 At 4to0 At dt 


határvektor, vagyis a helyzetvektor idő szerinti derivált vektora a mozgó pont £ időpont- 
beli sebességvektorát (a pályagörbe érintővektorát) értelmezi. 


Hasonló meggondolást végezve a v(2) sebességvektorral (a v — v(t) hodográfgörbével) 
kapcsolatban, az 


Av .dv 
2) — lím — — — -(t) — 
a(0) SIÓ At dt 10 
A?z d?z 


— z(D (8) 


ám S 
450 AB de 
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határvektor, vagyis a sebességvektor idő szerinti első, a helyzetvektor idő szerinti második 
deriváltja a mozgó pont t időpontbeli gyorsulásvektorát értelmezi. 

II", A z, v és a vektorok komponensei 1.A helyzetvektor derékszögű 
komponensek összegeként, illetve poláris alakban 


z—- x-iy, illetve 2—re? (4) 


módon írható, ahol a z, x, y, r és p a t függvénye. — 

27. A sebességvektor derékszögű, illetve poláris 
komponensek összegeként 

v—-2— tig —vx Fivy (5a) 

illetve 
v—2—-—f:-er-trg:-ier— vr:"eip 3 v,"-ieir  (5b) 
módon adható meg, ahol a v, d, 4, 7 és o is a t függ- 
vénye (27. ábra). 


A z(t) segítségével számítható az úthosszmérő s(2) 27. ábra 
függvény, mégpedig az ismert a 


t ;, A 4 
s— s(9 — [él dt — fdvl dt - [VET gzdt — Vr? dt (6) 
, to fo [9 
ívhossz-képlettel. Az integrált felső határa szerint deriválva, a 
ds li !dz 
— a [2] — [—] sam 
dt Bat Fr jepés 9 


ún. pályasebesség adódik. (Ha speciálisan t — s, akkor va, — [2] — 1.) Következésképpen 
a sebességvektor előállítható a 


v — — — — — — Tv, (8) 


alakban, ahol T az érintő egységvektor, tehát 
ss été A dr ig — T-Firó 
Vo Va? - g? V Fr gt 
37. A gyorsulásvektor derékszögű, illetve poláris komponensek összegeként 


4—0d—Y4iy—ax it iay, (10a) 


ei, (9) 


illetve 
a — 6 — (7 — r 9?) - eív 3- (ri; tt 27 9) "ie" — ap" eiv -- ap "ie? (10b) 


módon adható meg, ahol az a, üi, ij, r és öö is a t függvénye. 
AT érintő egységvektor ívhossz szerinti deriváltja — mint ismeretes — 


dT  d?z sál dr ls. A 
— 5 — az —— (e z — z — 
ds d? ds ds" fe) a 


alakú, ahol 1/2 a pályagörbe görbülete, IN pedig normális egységvektora z helyzetvektorú 
pontjában. Ennek felhasználásával a gyorsulásvektor előállítható az 


ű dús 1 ár dő 
Sz SET étek 
KÉZBE A AaNET TES ZZL)Vél 


d?s 


ét 
-aTtTN—-aT4anN (12) 
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alakban, vagyis érintőleges (pályamenti) és normális (centripetális) komponens összegeként, 
A (12) értelmében görbevonalú (1/o--0) mozgásnak mindig van (legalább normális) 
gyorsulása; csak az egyenes vonalú (1/e — 0) mozgás lehet gyorsulásmentes. 


III". Egyszerűbb kinematikai feladatok. 17. A legegyszerűbb 
esetben ismeretes a mozgó pont z(t) helyzetfüggvénye. Ekkor egyszeri, illetve kétszeri diffe- 
renciálással nyerhető a v(t) sebesség-, illetve az a(t) gyorsulásfüggvény. 


Körmozgásnál a pont helyzete z — ra eiv, tehát sebessége 


v—-2-rog-rier—rowrieiv, azaz vwvw-r-—0, V,—roow, 


gyorsulása pedig 


4—0—ijre"rier — prg" eiv — —rg 6?" ely 34 ro e" ie, 
azaz 
vs 
2 
ür. S —Tg 0" — — —;, dys Toé, 
To 


ahol w — 9 a szögsebesség, e — G — jő a szöggyorsulás. Egyenletes körmozgásnál e — 0, 
w — WV, P — wa t 3- po, következésképpen 


— ro wg-ielPotod — py-iz, a — —ro wő"ellPort oD — . 9-2, 


Ez esetben a derékszögű komponenses alakok 


Z — ra cos (09 t -- po) TF iro sin (09 t -- po), V — —ro 09 sin (09 t -- po) -- 


- iro 49 COS (09 t -- Po); 4 — —To 09? cos (09 t -- po) — iro vő sin (w9 t -- po) 


módon írhatók, Az egyenletes körmozgás derékszögű vetületei láthatóan harmonikus rez- 
gések. Ezeket a 8) II"-ben részletesen fogjuk tárgyalni. 


Elliptikus mozgásnál a pont helyzete pl." 
z — aeit -- b e-it — (a 3- b) cos t 3- i (a — b) sin t, 
sebessége 
2 — i(aet — be-it) — — (a 3- b) sin t 3- i (a — b) cost, 
gyorsulása pedig 
z— — (aet 4 ber) — — (ab cost—i(a— b)sint — — z. 
E mozgás láthatóan az ry — a sugarú és wy — 1 szögsebességű, valamint az ra — b sugarú 
és 4, — —l1 szögsebességű egyenletes körmozgás szuperpozíciója. 
Logaritmikus spirális menti mozgásnál pl. 
z — eletib)t — et -eiőt, v —z — (a 1 iB) z — a est : eikt -- B ect : i eibt, 
a — ő — (a 3 i 8)? z — (a? — B) ert : eibt 3- 2a B est - i eibt, 


E mozgás wo — B szögsebességgel forgó egyenes mentén v, — aes sebességgel megy 
végbe. Ha a — 0, akkor 


z — eibt, v — B" ieift, a — — B? eift, 


vagyis ra — 1 sugárú, og — 8 szögsebességű egyenletes körmozgásról van szó, 


$ Általánosabb befutási törvényű mozgás is lehetséges ugyanazon pályán. 
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Archimedesi spirális menti mozgásnál pl. 


1 
z— at: elt, v-2— area aptrien — [7 i6) 2. 


; kező . 28 
a — —a B? t : eibt 3- 2a B : i eifi — [8415] 


E mozgás o — B szögsebességgel forgó egyenes mentén v, — a sebességgel megy végbe. 

27. A kinematikai feladatok másik csoportjánál ismeretes a mozgó pont v(t) sebesség- 
függvénye: Ekkor az a(t) gyorsulásfüggvény differenciálással, a helyzetfüggvény pedig — a 
z(to) — zo kezdeti feltétel mellett — a 


z(t) — 29 -k 1 v(t) dt 
ta 


ntegrállal nyerhető. 


Előfordul, hogy a sebesség v — v(z) függvénnyel van megadva. Ekkor — a z2(to) — 2o 
kezdeti feltétel mellett — a 
7 ia fr dz 
ajá I v(2) 
zt 


integrállal jutunk a feladat megoldásához (feltételezve, hogy 1/v(z) reguláris függyényt 
az utat magába foglaló tartományban.) 

Egyenes vonalú egyenletes mozgásnál v — a 3- i 8 — const, 
tehát 


t 
a sv. 0, és ze zgkvfdt— 2-4 v(t — to). 
b 


Közönséges cikloismozgást végez pl. a valós tengelyen egyenletes va sebességgel csúszás- 
mentesen (va — r 0) gördülő kör kerületi pontja. Sebessége ily módon 


, 
V — Va —TrT we-twet —rw(i — e-tet), 
következésképpen gyorsulása 
as vzsr ev :1e7mt, 


A mozgó pont helyzete z(0) — 0 kezdeti feltétel mellett 


2zsfő J (1 — e—ot) dt — [ret — ir e—iot T —rot—rieriotdri— 
o 
—r(ot— sin ot) tir(l — cos w£). 
3". A kinematikai feladatok harmadik csoportjánál ismeretes a mozgó pont a(i) gyorsu- 


lásfüggvénye. E feladat a leggyakoribb, mert a gyorsulást dinamikai törvények alapján 
meg tudjuk adni. Ekkor — a 2(to) — zo és a v(t,) — va kezdeti feltétel mellett — a 


1 Én a 
0) — vak f alt dt, illetve z($) — zok volt — to) -b [Tf 00 dt] at 
to h b 
integrállal jutunk a sebesség-, illetve a helyzetfüggvényhez. 


§ L. a 2. § e) y) I-et. 
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Előfordul a gyorsulás 
a — a(v), illetve a — a(2) 
alakú megoldás; ekkor — a v(to) — va és a z(to) — za kezdeti feltétel mellett — a 
od 
§ 3 
t — bag TF to — t(V), 2— 294 j v(2) dt, 


Va [23 


d dv d d 
ÖS Ét e fhaeeták körülmény figyelembevételével — a 


EEv es ET va ez es ee 
See Yo gb dd ül. íve 


v s 2 (a(z) dz -- va — v(z), 1-6 [2712 
20 2 


integrállal jutunk a feladat megoldásához (feltételezve, hogy 1/a(v), illetve a(z) és 1/v(z) 
reguláris függvény az utat rnagába foglaló tartományban.) 
Egyenletesen gyorsuló mozgásnál a — y 3 iő — const, tehát 


v—-v-ba ( dt— vo a(t— 4) — v(t), 
t, 


r a 
2 — 29 4 I (2) dt — 29 -- Vo. (L— 19) Hz (ét — t9)2, 
FA 
Speciálisan szabad esésnél a — —ig, va — 0, 29 — ih, tehát 


v— —ig(t— tg, 2—i[h— 5 (t — 1921; 


ferde hajításnál pedig a — —ig, va — a 4-iB, za — 0, tehát (zt, — 0 választással) 
Í v—-v. —igt—adti(8—g2, 2—vt—il B-at4i(81—5 0), 


továbbá 


HlSE (85) ST 
Vmox. S YI s asz xX 2— [ — — 
§ 2g § 8 
A sebességgel arányosan lassuló mozgás differenciálegyenlete 
a — i — —kv (k valós, pozitív). 
Ekkor — a v(0) — va és a z(0) — 0 kezdeti feltétel mellett — § 


z 
dv v 


s 1]n— — ln ti(p — po) — —kt, 


[ 

Vo 
Va 

ahol bármely t-nél p — 99— 0, vagyis a mozgás a va, — a -- i 8 irányvektorú sugáron megy 


végbe, és sebessége 
v — vo e7ht, 
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vagyis exponenciálisan csökkenő. Végül a mozgó pont helyzete 


Z — vo ö e—kt dit — z (1 — e72), 
to 
vagyis a z — vo/k ponthoz aszimptotikusan közeledő. 
A kitéréssel arányosan lassuló, azaz 
a—- za —kz  (k valós, pozitív) 


differenciálegyenletű mozgást, az ún. harmonikus lengést a 8) II" helyen tárgyaljuk majd 
bővebben. 3 


FELADATOK 


1. Egészítsük ki a fentebbi összeállítást pl. MUTTNYÁNSZKY (T. 49.) Kinematika 
A. III. fejezete alapján. 


25 Tanulmányozzunk további síkgörbe inenti mozgásokat pl. VIVANT1—SIBIRANI 
(M. 16.) IV. A) fejezete alapján. ú 3 
1 18 Készítsünk összeállítást a merev testek kinematikájáról pl. MUTTNYÁNSZKY 


(T. 49.) Kinematika B. 21. része alapján, komplex szimbolikát használva. 

4. Tárgyaljuk a centrális mozgást komplex szimbolikával pl. MUTTNYÁNSZKY 
(T. 49.) Kinematika A. II. 13. része alapján. 

5z Gyűjtsünk műszaki példákat a síkbeli mozgásra pl. Memepckuü  (T. 42.) 
KnHeMmaruka VI. része alapján, k omplex tárgyalásban. 


had 
ae ak 


Ajánlott irodalom : MUTTNYÁNSZKY (T. 19.). — Bupó (T. 2.). — BUHGOLc — VORONKOV — 
MINAKOV (T. 35.). — G. HAMEL (T. 38.). — VIVANTI — SIBIRANI (M. 16.). — H. B. 
Meuepcknű (T. 42.). 


8) Egytömegű 


rendszer rugal- I. A differenciálegyenlet felállítása 
mas lengései 17. Tegyük fel, hogy az m tömegű anyagi pont — bizonyos 
erők hatása alatt — sima vezetékben az x egyenes vonalú 


pályán, annak bizonyos O pontja környezetében ide-oda 
mozog, szakkifejezéssel leng. E mozgás egy szabadságfokú, lévén egyetlen, az időben 
változó x koordinátával jellemezhető. A mozgás sebességét, illetve gyorsulását az d, illetve 
az g idő szerinti derivált adja meg. 

2". A tömegpont lengését megszabó pályairányú erők a következők: 

Rugalmas visszatérítő erő, Pcx. Ezt valamely rugalmas test, pl. rugó gyakorolja a végére 
illesztett tömegpontra. (Az utóbbinak a rugó egyensúlyában (Pcx — 0) felvett helyzetét 
választottuk fentebb O-nak. ] A Pcx erő — nagyságát tekintve — a tömegpont x kitérésének 
függvénye, értelmét tekintve pedig a tömegpontot az O-ba visszatéríteni törekszik; más 
szóval a tömegpont — a Pcx hatása alatt — az O-ban (stabilis) egyensúlyban van. Kis 
lengések esetén a rugalmas testek, pl. a rugók visszatérítő ereje — jó közelítéssel és elég tág 
határok között — arányos a kitéréssel, azaz 


6 s 
Boss ET c50, (1) 
ahol c az ún. rugóállandó. A továbbiakban ilyen kis rezgések vizsgálatára szorítkozunk. 


Csillapító erő, Prx. Ez a mozgást gátolja. vagyis mindig a sebességgel ellenkező értelmű 
(B.x v 0), nagysága pedig általában az x kitérés és az x sebesség függvénye. Gyakorlat- 
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ban, nem túl nagy sebesség esetén jó közelítéssel megvalósítható a kitéréstől független és 
a sebességgel arányos, vagyis 


Prx — —rá, rTz0 (2) 


alakú csillapító erő. A továbbiakban ilyen csillapító erővel számolunk. 

Gerjesztő erő, Pox. Ez az x kitérés és a t idő függvénye. Jellegétől függ nagyrészt a 
lengés stabilitása, vagyis az O véges környezetére való korlátozódása. A továbbiakban csu- 
pán a t-től függő Pgx-et feltételezünk, azaz 


Pgx zi Pgx(2). (3a) 
Ezek közül igen fontos az 
g Pox — Pocos(ot 7 v) (3b) 


alakú, vagyis harmonikus gerjesztő erő, továbbá — a FOURIER-sorók elmélete szerint, 
bizonyos konvergencia-feltételek mellett — ilyenek szuperpozíciójaként előállítható — 


Pgx — Pox 28 Ponx cos(not 4 wn) 
n-1 
alakú periódikus gerjesztő erő esete. 


Végül megjegyezzük, hogy — az x tengely menti tiszta transzlációs mozgásra való 
tekintettel — tömegpont helyett véges egytömegű rendszerről is beszélhetünk. 


3-/. Ezek után felírható a lengés mozgásegyenlete. A D"ALEMBERT-elv szerint az m 
tömegpontra ható Pcx, P.x és Pgx erők eredője egyensúlyban van a 


Pnmx -— —mi (4) 


tehetetlenségi erővel, írható tehát, hogy 
(28. ábra) 


Pcx £ Pix tk Pex 4 Pmx — 0, (5a) 


vagy — az (1), (2), (3a) és (4) figye- 


28. ábra lembevételével, majd némi. átalakítás 
; után — A 
L 
m$3ritk xs Dex, (5b) 
c 


végül m-mel osztva, és w? — l/mc, 2ő — r/m, agx — Pgx/m, jelöléseket bevezetve, 
$ -kZÖg kk 0őx — dgx. (50) 


Az (5c) láthatóan másodrendű, lineáris, állandó együtthatójú valós differenciálegyenlet ; 
mégpedig homogén agx — 0, vagyis szabad (saját-) lengések esetén, inhomogén dox 5 0, 
szé ri (kényszer-) lengések esetén. A lengés csillapítatlan, ha r — 0, csillapított, 

ar § 


47. A továbbiakban az (5c)-nek az (előírt) 
x(0) — xo, 7(0) — Vxo (6a) 


valós kezdeti feltételeket kielégítő megoldását kell vizsgálni különböző speciális esetekben. 


E vizsgálatok egyszerűbbéés szemléletesebbé tehetők azáltal, hogy az (5c)-nek és a 
(6a)-nak eleget tevő lengésre szuperponáljuk az y. tengely menti (célszerűen választott), 
agy gerjesztésű, egyébként az (5c)-hez hasonló s 


ij 3 2ög TF ogy — agy] "i (5d) 
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differenciálegyenletű és (célszerűen választott) 


9(0) — yo, 4(0) — vyo (6b) 


kezdeti feltételeket kielégítő lengést. Ennek megfelelően — összeadva az (50)-t és az (5d)-t, 
valamint a (6a)-t és a (6b)-t, majd bevezetve a zZ — Xx -4- i y, ag — dgx -- i agy — (Pgx 4 
TF iPgy/m — Pe/m, 29 — xo 1 iyo, 20 — Vxo 1- ivyo jelöléseket — az így nyert 


Z 3 2öz 1- vőz — ag (5e) 
komplex differenciálegyenletű és a 
z(0) — zo, z(0) — vo (6c) 


komplex kezdeti féltételeknek eleget tevő eredő mozgást tárgyaljuk. 
57. A (3a) gerjesztő erő esetén az agy gerjesztő gyorsulást célszerűen 


Pgy ess sk sin (wt 3- y) 
m m 


agy ao sin (w t -- w) 


módon választjuk, következésképpen az eredő, komplex gerjesztő gyorsulás 
Pg P, el(wtt-y) P elvi 


—— — gy eilettw) — a elet (3d) 


a 
8 m m m 


módon alakul; a (3b) gerjesztő erő esetén pedig 


agy7 agy -k 2 Adony sin (no t 4 a); 
n7- 
illetve 


ag — a -k oz aon ellnott ) — ag -h 28 an einot, (Be) 
n-1 n-1 
Az eredő mozgás 2(Z) helyzetfüggvényét az (5e)-nek a (6c)-t kielégítő megoldásaként 


előállítva, ebből az (5c)-nek és a (6a)-nak megfelelő vetületi lengés x(t) helyzetfüggvénye, 
illetve az (5d)-nek és a (6b)-nek megfelelő vetületi lengés y(t) helyzetfüggvénye egyszerűen 


x(2) — Re z(z), y(2) — Im 2(2) (7) 
módon nyerhető. 


A továbbiakban az itt vázolt komplex tárgyalási módot fogjuk alkalmazni. 


II". Csillapítatlan szabad lengés. 17. A fentiek értelmében az f -t 
FH ojx — 0 és azij 4 vjy — 0] " i differenciálegyenletű lengések eredő mozgásának 


ZF oz-0 (8) 


differenciálegyenletét vizsgáljuk. A z — elt megoldási feltevés a A? 4 vő — 0 karakterisz- 
tikus egyenletre, ennek A, , — -- i wg gyökei pedig a (8) differenciálegyenlet ; 


z — Aeiwjt 3- B e-iojt 


általános megoldásra; vezetnek. Az előírt x(0) — xo, i(0) — va és a célszerűen választott 


y(0) — —vo/wo, 4(0) — —xg wa kezdeti feltételeket kielégítő partikuláris megoldás a 
v j ; 
2(00—4A14B—x —i— — 29, 2(0) — i09(A — B) — va — i xovo— i wozo; 
00 


ú 2 Vg 
ki 2 a E ERN 
B-0, A — 2, — x iz] xg HAL : eztörott za —rg 8719 (9) 
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mellékszámítás értelmében 
z(t) — zoeivt — rgeilmt— vo), (10) 


Az eredő mozgás tehát 38 sugarú, wo szögsebességű és — po kezdő fázisú egyenletes kör- 
mozgás (29. ábra); az x tengely menti vetületi mozgás pedig az 


Dgir s 
x(t) — Re z(2) — xo cos wz -- — sin wa t — ra cos (wgt — 09) 
Vg 
értelmében ra amplitudója, va körfrekvenciájú és — pa kezdő fázisú harmonikus lengés, 
(Vö. a g) a) III -beli megállapítással !) 
27. Az eredő, illetve a vízszintes vetületi mozgás sebessége 
Z(2) — iwg ra el (vot—e) — i wa 2(2), illetve á(2) — Re z(2) — —ro 09 sin (09 t — po), 


gyorsulása pedig 


Z(1)) — — oj To el(wgt— ge) — — wa 9 z(2), illetve a (2) — Rez(2) — — vő cos (09t — po). 
Ezek szerint a z(2), z(2), Z(2) rendre ro, To 09, 
y az 

To 4? hosszú, rendre — 9o, 7 7 Pu 7—Vo kezdő 
z(eze fázisú és közös wo szögsebességgel forgó vektorokkal 
za) . szemléltethetők; e vektorok vízszintes vetületeinek 
felhasználásával az x(2), x(t), 2(t) foronómiai görbék 

is egyszerűen megszerkeszthetők. 
2 £ A továbbiakban a rövidség kedvéért — a szoká- 


sos szóhasználatot követve — az eredő mozgás z, z, 
z stb. jellemzőit a ( vetületi) lengés (komplex) jellem- 
zőiként, pl. az-ot a (vetületi) lengés (komplex) se- 
bességeként, a (8)-at a (vetületi) lengés (komplex) 
differenciálegyenleteként fogjuk emlegetni. 

3". Az m tömegű anyagi pontból és a c állandójú 
8 anyagból álló lengő rendszer potenciális, illetve ki- 
29. ábra netikus energiája az 


0 x2 x 1 i 5 A 
Ep— —Pxx— 5 —Re[22]-— Pe [z (z 4 2) ] — 


2c 
53 R? 
Eszi ZTE Re [1 - eti(vt—9) ] — Re (w) — ak c 005? (wot — po); 
6 
(illetve — az — iwőz és az vő — 1/mc körülmény figyelembevételével — az 


72 
Eg tg E; Re [/ 


mai m 2 1 82 
2] E Rete-491— Rez — 29] — 
2 2 
— 0 Re[1 — eti(ost—v) ] — Re (wo) —I sin? (vot — po) 
4c 2c 
eredmény alapján a z, illetve 2 irányú és végpontjával a w — 19 (1 -- etiív)/4c körvonalat 
leíró w,, illetve wa vektor vízszintes vetületével szemléltethető (30. ábra), A két vektor 


(-vetület) összege — miként a rendszer összenergiája — állandó, lévén 


Ep 3 Ex — Re (wy 4 wo) — — — (Epmaz — (Er maz 
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III. Csillapítatlan kényszerlengés. 1. Komplex differenciál- 
egyenlete harmonikus gerjesztés esetén 


zá 63 z — a elet, (11a) A 


Mint ismeretes, a lineáris inhomogén differenciál- 
egyenlet általános megoldása a megfelelő homogén 
egyenlet általános megoldásából és az inhomogén 
egyenlet egy partikuláris megoldásából tevődik 
össze, Az előbbi — amint a II"-ben láttuk — 


z — A eiod -k Be7-twot, 


Az utóbbi — az a eiv! gerjesztő gyorsulás alakjának / e? 
megfelelően — a 12 
z, — C eiol (p-wt-p) 

alakban keresendő. Az ismeretlen C együtthatóra k 

behelyettesítés és rendezés útján a 30. ábra 

a 
C — —————-, OZ 09 
47 — 0 


n 


kifejezés adódik. A (11a) általános megoldása tehát 


z — A ewvd 3- B e—twd -- ss es eiwt, pz 09. 
Bsz égi 
0 
A (9) felhasználásával a (11)-nek a 
É z(0) — 29 4-C, 2(0) — i(wo9zg t wC) 12 


kezdeti feltételeket kielégítő partikuláris megoldása 


B a ? 

Szó erwot -4- C eiwot — To ei(wot— go) —— elot, oz 00. (13) 
wg — w? 

Ez két különböző amplitudójú, körfrekvenciájú és kezdő fázisú harmonikus lengés 

eredőjének komplex helyzetfüggvénye. A valóságban mindig jelentkező kisebb-nagyobb 

csillapítás következtében az első (szabad) lengés idővel elenyészik, és csak a második 

(kényszer-) lengés érvényesül. 

27. Vizsgáljuk meg közelebbről a 


a 5 do 
Z) — ————— eiwt — 


— 7 el(ot-t-v), oz 0 (14a) 

wg — w? 6) — w? 
kényszerlengést. Körfrekvenciája megegyezik a gerjesztő erőével, és vele fázisban, illetve 
ellenfázisban van aszerint, amint wa — o, illetve wg C w. Amplitudója — a 


do 
121] — ——— — 9(0) 
ző 


függvény szerint — minden határon túl nő, amikor a kényszerítő erő w körfrekvenciája 
tart a szabad lengés og körfrekvenciájához. Ez a jelenség az ún. rezonancia." A valóságban 
kedvezőbb a helyzet az wg környezetében, egyrészt a mindig jelentkező csillapítás miatt, 
másrészt azért, mert — feltételeink értelmében — nagy, pl. a megengedett alakváltozások 
határát túllépő) lengésekre nem is érvényes a (11la) differenciálegyenlet és megoldása. 


$ Pontosabban amplitudó-rezonancia. 
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A 9p(w) mindenesetre jelzi — ha túlzottan is — a nagy alakváltozások veszélyét az og kör- 
;ayezetében. 


3". Foglalkozzunk még a rezonancia időbeli lefolyásával. Ha ugyanis wv — co, akkor a 
(14a) formula érvényét veszti. Ilyenkor — az elmélet szerint — a z, — p eret helyett a 


2, — Cteiot 
megoldási feltevést kell a (11a)-ba behelyettesítenünk, ez úton a 


a 


2i 0 


eredményt nyerve. A (11a) általános megoldása ily módon 


a 


z — A eiod 34 Be-riot 3. — t emit, 
2Ziog 
A kezdeti feltételeket — a (9) felhasználásával — 
.v (8; 
2(0) — v, FC — 0, z2(0) — —i— —i— (15) 
9 09 


módon előírva, a (11a) megfelelő partikuláris megoldása 


- Es (1 — i wot) elvet — € (t) — i C(t) : vot (16) 


2095 


alakot ölt. A z vektor végpontja a €(t) kör evolvensén mozog, lévén a kör — i Z(t) : 09 t 
érintővektorának hossza éppen a lefejtett ] €(t) ] 09 t körívvel egyenlő (31. ábra). Ezen evol- 
vens-mozgás vetülete a rezonanciás lengés. A nagy 
lengések kifejlődéséhez láthatóan idő szükséges; 
következésképpen a rendszer rövid ideig wa körfrek- 
venciával gerjesztve is lenghet. A rezonanciás len- 
gések kialakulásához továbbá — az 


N — Psgi — RePg,: Rez — 


j a 3 1 
— Re mag etve - Re kot t elm — — m aZ t cos? og t 


szerint — folyton növekvő gerjesztési teljesítményre 
volna szükség. 

4", Tanulmányozzuk még a rendszer csillapítat- 
lan kényszerlengését periodikus, de nem harmonikus 
gerjesztés esetén. 
lengés — komplex  differenciálegyenlete 


ilyenkor 
31. ábra zt 3 ZzZ — ak sét dn emot (11b) 
fi n7 
Ekkor — az ag alakjának megfelelően — 
Zj — Co -k foz Cn einol j (14b) 


n sz1 


5 meze hogy itt teljesülni kel! bizonyos konvergencia-feltételeknek ; 1. pl./ HOCHEISEL 
:(Göschen). 
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alakban keressük, és behelyettesítés útján 


do dan 


0 Ch n2 oz (14c) 
együtthatókkal kapjuk meg az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását. 


Ennek alapján megállapíthatjuk, hogy-egyrészt a kényszerlengés rezonanciája most 
minden oz — wo/n, n — 1, 2, ... körfrekvenciánál bekövetkezhet, másrészt valamely 
rögzített w-nál : 

a 
AL — w? — n w? — o(n) 
Cn 


értelmében a zi kényszerlengés és a Pg gerjesztő erő megfelelő felharmonikusainak viszo- 
nya nem állandó, következésképpen a 2.0 és a he görbe nem hasonló." 


IV". Csillapított szabadleng 17. Komplex differenciálegyenlete, 
ha a csillapítást — az I-ban mondottak szerint s. —- " folyadéksúrlódással eszközöljük, 


ZF 2özT osz — 0. E (17) 


A z — elt megoldási feltevéssel a A? 3- 252 3- vő — 0 karakterisztikus egyenletre, ennek 
hu 2 — —ő 33? — w3 gyökeivel pedig 44 5£ 42 esetén a (17) differenciálegyenlet 


z — A elt es B e/ 
alakú, A, — A, — A esetén pedig. (további z — C(2) e?! alakú megoldási feltevéssel) a 


2—-(At4B et 


lakú általános megoldásra jutunk. A A, és Az; gyökök a ő? — 02 — 4 v? 5 0 esetben 24, , — 


— —ö 3 v alakú valós, a 82 — vő — —v? ca 0 esetben pedig Agyő — — ő d iv alakú 
konjugált komplex számok, A 21,2-től függően tehát három esetet kell megkülönböztetni: 
27. Periodikus lengés: og 5 ö. Ekkor a (17) általános megoldása, a 4, , — —öő tiv 

jelöléssel: 
z — e7ót(Aevt 3- B e—-it) . (18) 


alakot ölt. A kezdeti feltételeket az előírt x,-ból és v,-ból 


Va 4 xp Ő B ú 
z(0) —xo—i E? — Zo, 2(0)—(—ödtiv)z,— zi (19) 


módon alakítva, az együtthatók értéke 


ő 2 
B — 0, Mo SES aa Mo ÖKAJE —inretg Po PF ő Xo 


vp v2 vxy sert ég 
tehát a (17) megfelelő partikuláris megoldása 
z — zyelvőtnt — r, e—őt . ei(rt—e), (20) 


( 


A z vektor végpontja tehát logaritmikus spirálist ír le, közben a z vektorral állandó 


2 
pe ates ős are (7 87-i v) — xz — arctg 


§ E körülménynek a regisztráló műszereknél van jelentősége. 


10 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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szöget bezárva (32. ábra). A z vektor továbbá állandó v szögsebességgel forog, és közben 
hossza exponenciálisan csökken, mégpedig egy teljes körülfordulás TE 27/v ideje alatt 


[/) 
z(-tT —e SZADSSg e LE const , 
z(2) 


arányban. 
A vázolt spirális mozgás 


x — Rez — ro e7?! cos (v t — 909) 


vetületi mozgása nyilván v 6 körfrekvenciájú,t 
— 2x/v lengésidejű, — a kezdő fázisú, 
ro e7őt szerint csökkenő amplitudójú lengés. 
A csillapodás jellemzésére két egymást kö- 
vető xy és x, amplitudó 
zore[(-8 hiv [/] 
Cd ösÁNÁ RÉS e-2?r, arányából nyert / — ln sé eget gb 
Xi") 6 p 
állandó, az ún. logaritmikus dekrementum hasz- 
nálatos, Ha t S oo, akkor ro e7őt 0, vagyis a. 
rendszer szabad lengése a csillapítás folytán idővel elül. j 


3". Az apriodikus mozgás határesete: og — ö. Ekkor a (17) általános megoldása — a 
A — —ö jelöléssel — 


32. ábra 


z —(At7- B) e—öt ú (21). 


alakot ölt. Ez — a kezdeti feltételektől függetlenül — lengésnek nem nevezhető aperiodikus 
mozgást jelent, mely t 5 c0 esetén szintén elenyészik. 


4". Aperiodikus mozgás: ö 5 09: Ekkor a (17) általános megoldása, a A — —ö 4 v 
jelöléssel 


z — e-öt(Aert 3- Be—-r) (229 


alakban írható. Ez szintén aperiodikus és idővel elenyésző mozgást jelent. 


57. Összefoglalólag megállapíthatjuk, hogy a ö csillapítási tényezőt zérusról wo-ig: 
növelve, a rendszer szabad mozgása tartja lengő jellegét, de a lengések amplitudója 
monoton csökkenően zérushoz tart; a ő — wa határesettői kezdve a rendszer mozgása 
aperiodikussá válik, de a kitérésidővel ( !) itt is monoton csökkenően zérushoz tart. Végered- 
ményben a mozgásba hozott rendszer, szabadon hagyva — a csillapítás mértékétől függetle- 
nül. — idővel gyakorlatilag visszatér stabil egyensúlyi helyzetébe. 

67. Vizsgáljuk meg végül a rendszer száraz súrlódással csillapított szabad lengését. 
A lengő m tömeg és az érdes alátámasztás között ébredő CouLoMB-féle súrlódási erő 


P..— (— sign v.) "umg (23). 


nagyságú és értelmű. A lengés komplex differenciálegyenlete tehát v, — Rez, - 0, illetve: 
vx — Rez, a 0 esetén 


Z.-t w321— —ng, illetve Z2-- 0922— Hg (24) 
módon, vagy b — u g/o? jelöléssel és €, — z4z -- b, illetve za — £2 — b helyettesítéssel 


Fe a 02 Cs — 0, illetve Cak 0270 


1 Itt csak tágabb értelemben beszélhetünk körfrekvenciáról. 
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módon alakul. Megoldása — a (9) feltételek mellett — 
Ci — A eto, illetve £, — B eiod, 
vagy Z-re nézve 
21 — — b 7-4 ero, illetve za — b -- B eout, (25y 


Eszerint a balról jobbra való lengésnél a z, vektor a —b pont körül, wa szögsebességgel 
forogva, végpontjával felső félköröket, a jobbról balra való lengésnél a z, vektor a b pont 
körül, wa szögsebességgel forogva, végpont- 
jával alsó félköröket ír le. E félkörök — a len- 
gés folytonosságának megfelelően — egy 
folytonos spirálszerű görbévé illesztendők 
össze (33. ábra). 

A lengés megszűnik, halx:—]IRez] Eb, 
mert ekkor 


értelmében a rugóerő már kisebb, mint a 
súrlódási erő. 

Méréstechnikai szempontból is érdekes, 
hogy a lengés három egymást követő ampli- 
tudójának ismeretében pontosan megállapít- 
ható az egyensúlyi helyzet, lévén 


az -- 2a, -k az — (ro — b) 4 2(— ro — b) -- 
ro FH 35) — 0. 


38. ADi 


V". Csillapított kényszerlengés 1". Komplex differenciálegyenlete; 
harmonikus gerjesztés esetén 


1 
mid rzdg-zaPeiut, (26a) 
c 


A homogén egyenlet általános megoldása wg — ő (vagyis periodikus lengés) esetén — a (18) 
szerint — 
2 — e7öt (A eiri -k B e—üt). 


Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását — a P eiwv! gerjesztő erő alakjának 
megfelelően — a 
2) — Ceot 


alakban keressük. Behelyettesítés útján a 
; 1 1 
[—metáior4—-]a— il r-Hi mo— —)][a-? 
c cw 
alakra jutunk. Bevezetve a lengő rendszer 


1 
w-rrilmo—-—)] .  (27a) 


co 

alakú, ún. komplex ellenállását, a 2 komplex kitérés, a Pg komplex gerjesztő erő ésa Wkomp- 
lex ellenállás közt az OHM -törvényre emlékeztető ; 
Es Bok. Beat — Ra 
io W io W 0 W 
összefüggés áll fenn. A 
AU 


3) 
24 e elol a y—z (28a) 
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2", A továbbiakban — az idővel elenyésző (18) szabad lengést mellőzve — vizsgáljuk 
meg behatóbban a (28) kényszerlengést. 

A komplex ellenállás különböző alakjai: 


j I 
w- rk i[mo— —) — m[ 284 — (ot — o] — 
[ól ló 


c 
ell eze era he 
lk 4 Ala TS 17, elö, (27b) 


2ö 
ahol o — — — éz ess 8—d. 
gy MO 


—x/2 — 09 € n/2, amikor 0 — € — 00. 
Ezek felhasználásával a kényszerlengés komplex kitérése 
Pg 2 Bo ei(wt--w—ő,—ze 12) — 


io W w Wa 


1 — 


- ei(2rePg—arcW—z 12), (28b) 
a [Ete a (e — ee 


alakban írható. A.P, és a zz vektor tehát egyaránt w szögsebességgel forog, de a 2, vektor 
fázisban ög -- x/2 szöggel késik a Pg vektorhoz képest. 


37. Említésre méltó, hogy wv — wo, azaz € — l esetén 


9  i(wol4-y—n 2), 
T 009 


2. s 
Minthogy továbbá 
d d 28 k ZKSBE 9 
TE? Wo) — Fri EDES 4 (€ — 1/8)? ja rEZ E 
c Ve - (€ — 18)? 


ha £ — £,— [1 — 2?/2 és £0-nál az (u Wo)" értéke negatívból pozitívba megy át, ezért 
€o-nál az o Wo-nak minimuma van, az I 21 I-nek pedig maximuma, mégpedig 


sz 0, 


P, cP, 
] 21 ] max szal . 
ÉL [//2— 289 - (£5—1/é9)2 h-s 


Tanulmányozzuk még a rendszer csillapítatlan kényszerrezgését periodikus, de 
nem Akart gerjesztés esetén. Ekkor — a III" 47-ben mondottak felhasználásával — 
a lengés komplex differenciálegyenlete 


zh 2öék az a9-k 378 elnot, 8 (26b) 
n:zz h-1 


: L. mint (11b)-nél. 
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egy partikuláris megoldása pedig 


P, é . 
2, — Poct S szeszet öltök; (28c) 
fziien Wan 
ahol 
3 1 ; 
Wn-ri3ilmno — ) - (270 
cno 


A P, gerjesztő erő és a 21 kényszerlengés megfelelő felharmonikusainak aránya — 
miként a érgs 4"-nél — itt sem állandó, vagyis a P, (2) és a z1(t) görbe itt sem hasonló. 


FELADATOK 


j A "Tanulmányozzuk a gerjesztési teljesítmény komplex számítását pl. SáLyi (T. 51.) 
V. 4. része alapján. 


25 Tanulmányozzuk egytömegű mechanikai lengő rendszerek elektromos analógiáját 
pl. SÁLYI (T. 51.) VI. 2., 3. része alapján, 

3. Tanulmányozzuk a két- és többtömegű rendszerek lengéseinek komplex tárgyalását 
pl. SÁLYI (T. 51.) VII. 1—5. része alapján, 

4, Tanulmányozzuk többtömegű mechanikai lengő rendszerek elektromos analógon- 
jait pl. SÁLYI (T. 51.) VIII. 10—12. része alapján. 

5. Mélyítsük el a rezgési jelenségek komplextrá gyalásának elméleti alapjait pl. 


G. MÖLLER (T. 22.) I. fejezete alapján. 


6. Tárgyaljuk a HEUSINGER -vezérlés egyes kérdéseit komplex úton pl. G. MÖLLER 
(T. 22.) II. 2. része alapján. 


ak 


Ajánlott irodalom; SÁLYI (T. 21.). — MUTTNYÁNSZKY (T. 50.). — H.G. MÖLLER 

(T. 22.). — F. SÖCHTING (T. 52.). — S. TIMOSHENKO (T. 36.), — B. B. ByarakoB 

(T. 39.). — H. B. Memepcknü (T. 42.). 

y) Harmonikus I. Általános megjegyzések. 17 A B)-ban 
lengések szu- behatóan vizsgáltuk a lineáris rugalmas lengések különféle 
perponálása speciális eseteit. Ezek között tanulmányoztuk a csillapítatlan 

szabad lengéseket is, amelyek valós, illetve komplex diffe- 
renciálegyenlete — mint láttuk — 
Tü 4 03 x — 0, illetve zt olz-0 , 0 


alakú, ennek (általános, illetve egy partikuláris) megoldásaként pedig a lengés valós, illetve 
komplex kitérése 


x — ro COS (wo t -- po), illetve z — ra ei(edd-tro) — Za eiwd (2) 
alakú. 


A továbbiakban — a fizikai interpretációtól függetlenül — harmonikus lengésnek 
fogjuk nevezni az x-szel, illetve z-vel jelölt állapothatározó minden olyan időbeli változását, 
amely eleget tesz az (1) differenciálegyenletnek, következésképpen leírható a (2) függvények- 
kel. 

2//A harmonikus lengések sajátságainak ismeretében most ilyen lengések különféle 
szuperpozícióját, összetevését fogjuk tanulmányozni, mégpedig — a már ismert előnyökre 
való tekintettel — most is komplex alapon. 

Elsősorban a szuperponált lengések eredő mozgását fogjuk keresni. A szuperponált 
lineáris lengések egymást nem befolyásolják, s így helyzetvektoraik összege szolgáltatja 
az eredő mozgás helyzetvektorát. 
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Amint látni fogjuk, az eredő mozgást döntően befolyásolja a szuperponált lengések 
körfrekvenciája. Elegendő továbbá — ha nem is mindig célszerű — egyirányú vagy egymásra 
merőleges lengések szuperponálásának vizsgálatára szorítkozni, mert — a vetületi lengések 
útján — minden más eset ezekre visszavezethető, 


II". Kétközös körfrekvenciájú harmonikus lengés szuüper- 
ponálása. 17, Legyen adva az az, illetve az a, hajlásszögű egyenes mentén végbemenő 
és a közös O ponttól számítva 

£. — r, cos (ot 3- e) illetve £2, — r, cos (et -- p,) 
helyzet-koordinátájú két harmonikus lengés. E lengések helyzetvektora tehát 

2, — €) ein — Tr, cos (ot -3- 01) elvi , illetve z — £, előz? — 7, cos (wz -- po) ejaz, — (3) 

Az eredő mozgás z helyzetvektora 

z — 2, t 2, try cos (wt - pi) etei 3- ro cos (w t 3 po) esz, 


vagy az EuLER-reláció. felhasználásával 


1 
Z - Ti ra [eiets-?) 3- emilot-t-r) ] eia 3- ro [eilett-e) 4 e—iletto) ]) ere! — 


1 
2 


; elvti ( rjellat 9) 3- reeile:te)] 4 etel [rjeila—e) 4 reei(le— ve) ] 


[7 szá 
kes 


— Cs ev: elet -k D; ei : e—iwi (4a) 
módon alakul, at 


1 
Ca — zV rt tTr3 TF 2ri Te cos (a9 pp — az — p1), 


r. sin (04 tp Tt resin(a2 -k p,) 


arct; s 4a 
ül űi Ty cos (az 4 pi) 4- re cos (as -- Pp) 158 
L 
D, — z JV rt r3 4 2ri re cos (az, — p, — 01), 
r, sin (az — r, sin — 
ő — arctg 1 (ci pi) 2 (ae Pp.) 1. (4b) 
ri cos (a1 — pi) 4 re cos (a, — p?) 
Bevezetve még a 
Fő — o 
S-t 7- A, azaz y— x FA, ő—x—A (4b) 


jelöléseket, az eredő mozgás helyzetvektora végül 
2 — er (C ei(wot 3-1) -k Dpe7ilot31) ] (4c) 


alakot ölt. A z pont — adj) a) értelmében — a z — 0 középpontú, A, — C, -4- D, és B, — 
— I Co — Do! féltengelyű, 24, tengelyét tekintve x szöggel elforgatott ellipszisen mozog 
(34. ábra), mégpedig 29 — eí (C, el 3- D, e) pontjából kiindulva, C), 5 Da esetben 
pozitív, C, € Da esetben pedig negatív értelemben. 

Megállapíthatjuk tehát, hogy két tetszőleges, közös w körfrekvenciájú harmonikus 
lengés eredője elliptikus vagy — szokásos kifejezéssel — elliptikusan polározott mozgás ; 
ez egyébként a C,, illetve a Da sugarú, közös w szögsebességű, de ellentétes forgási értelmű 
két körmozgás eredőjeként jelentkezik a komplex tárgyalásban. 


Lássuk a most tárgyalt általános eset főbb speciális eseteit ! 
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34. ábra 


2", EGYIRÁNYÚ LENGÉSEK esetén a, — as — a, tehát helyzetvektoraik 
2) — rycos(ot 4 p)es, z., — r, cos (ot -- po) ep. (5) 
Ekkor a (4a) formulák 


1 
Ca — s rt r3 tk 2ri re cos (pe — 91) — De 


2 á : 
úg — arc [r, elet90473- r, eat 9) ] — arc [e (r, eti? 4 reetira) ] — 


r, sin p, b roesin p 
— a. -k arc (r, eli 2 ro et?a) — a -k arctg b E (6a) 
Ti COS 4 -4- Fe COS Pe 


módon, a (4b) formulák pedig 
: r,sin pi 4 rosin 02 


x-a, A — arct; 6b) 
8 Ty COS py -- 12 COS Pe ( 


módon egyszerűsödnek, Az eredő mozgás helyzetvektorának végső alakja tehát — a (4c) 
szerint — 


z — 20C, ele cos (o t 3- A). (7) 
Két közös ez irányú és közös we körfrekvenciájú harmonikus lengés eredője tehát szintén ee 


irányú vagy — szokásos kifejezéssel — lineárisan polározott és e körfrekvenciájú harmonikus 
dengés. 


37. MERŐLEGES LENGÉSEK esetén. a, — ay 4- :r/2, tehát helyzetvektoraik 
2) — Tr) cos (ot 3 py) em, z,—ir,cos(ot-- po) elm (8) 


Ekkor a (4a) formulák 


c LE E ET ESETRE EMKE 
BZ E zV Tb T3 tk 2riTe cos 6 t0PeT 1) lö [7 HT TF 2ri1re sin (po— 01) 


pá 
ag - arc ír e (ar 9 va) kre ero — S áró elre e i(zt Gat 7), Ti ess] j — 


FT, cos 3- 7. sin j 
z a, 3 arc[ir. EZÉS Tetá, eti ]—a, -- arctg EÜ SÉSZEz ÉL ETÁTo Elst (9a) 


3Tresin po 4- Ti COS py 
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módon, a (4b) formulák pedig 


1 jú 4 
x — 04 - Hi arc (ir, ei9e -4- r, er?1) -- ös arc (i 792719: 3- Tr) e?) — 


z 2 
s ay tk 5 arc [(ir, et: -- r, ezi) (ir, e7i9: -- r, eri) ] — 


1 d 1 2r, T2COS(pa — 01) 
—m th — arc [(rg — 79) -k 2irirs cos (pa — p)] — aa -k 7 arctg ánizs te 
1 2 
1 k 1 3 
4—-—0- 57 arc (ir, ev: 3- r, etp1) — kor arc (ir, e7i9: 3- r, era) — 


1 k 
ség arc (ir,e ip: 3- r, ep.) -k 73 arc (— ir, ep: -- Tr, ep) — 


1 1 s 
ETT arc [(ir, em: -- r, etpi1) (— iro erv: 3- ry et9a) ] — 57 arc (r3 eli -k r9 etiv:) — 


1 risin 29, -- rá sin 202 


— arctg — ———— —],] 9b 
2 ki e cos 291 -t 78 cos 209 (907 


módon alakulnak. Ezek felhasználásával az eredő mozgás általában a (4c) formula alapján 
állapítható meg; egyszerűbb speciális esetben ez közvetlenül a (8) alapján is lehetséges. 


, A. Az az — 0, py — 0 választás mellett vizsgáljuk meg a merőleges harmonikus len- 
HEES 2 — r, cos ot 3 ir, cos (ot 3- po) 
eredő mozgásának néhány speciális esetét. 
A ep; — 0 esetben 
2 — (ra, tHir,) cos et, (10a) 


tehát az eredő mozgás egyenes menti harmonikus lengés; a két összetevő körmozgás. 
jellemzői: 


C.—D —-2-U/ mar ; szzlts EE Ér) f 
os CAEZlá 5 Le 79 x 57 arctg raz érté T zz 0, (10b) 
ri 
A pr, — nx esetben 
2 —(r, —irj)cos et, (11ar 
tehát az eredő lengés az előbbi konjugáltja, és 
k zi To 
CsE. [7 r2, x — — arctg— , A — 0, (11b) 
? r 
A p;, — mx/2 esetben 
Ai 2.-r,cosot—irosin ot, (12a) 


tehát az eredő mozgás az ry, re féltengelyű ellipszisen negatív értelemben megy végbe, 
és 


1 1 
0 -5(hn—-r)a D.o—-—(n tr 7 0,A— 0. (12b; 
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A pp, — —m/2 esetben 
zZ —rycos ot ir,osin ot, (13a) 


tehát az eredő mozgás az előbbi (pozitív értelmű) konjugáltja. és 
1 1 
ES e Táska sose mel heje e Ü A EsŐS (i3b, 


A p, — 1 mj4 esetben 


IT 
2—ncosetdircos [ort 3]. (14a 
továbbá 
C 1 ; ; sz ] "2 rir r3 
7-7 rTitH3igVinre et seta ÉS, Az 3 arctg — , í]J4ábr 
D, 2 2 Tr r2 a 


tehát az eredő mozgás negatív/pozitív értelmű elliptikus mozgás, 
A 0, — 73- 37/4 esetben végül 


3 
Z —rjcos ot -thir,cos [o t T) (15ar 


továbbá 


Ge a Vősrs r 
a Sea b Ena égpesé 1 T1Tg Zak sét 2 
szerez] rA3FVérre x- e.g ösaetb Tr — ri d. atotg Tr! 49585 


tehát az eredő mozgás ismét negatív/pozitív értelmű elliptikus mozgás. 
A most vizsgált eredő mozgásokat áttekinthetően szemlélteti a 35. ábra. 


Ha további specializálásként r, — ro, akkor a p, — --x/2 esetben az eredő elliptikus 
mozgás körmozgásba megy át, míg a többi esetekben az eredő mozgás jellege nem vál- 
tozik. 


III", Két különböző körfrekvenciájú harmonikus lengés 
szüperponálása. 1. Legyen a két szuperponálandó iengés helyzetvektora 


21 — r cos (o t 4 pa) ein, illetve 29 — r, cos (w, t 4 po) ela, (16) 


Az I" végén tett megjegyzés és a II" tapasztalatai alapján most csak a py — 0, ay — 0 és 
az — 0, illetve as — xr/2 ésetek tanulmányozására szorítkozunk. 


2. EGYIRÁNYÚ LENGÉSEK esetén az — 0, tehát helyzetfüggvényeik 


Xi — T1COS wit, X, — To COS (wo t 3- p,), (17a) 
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az eredő mozgás pedig 


x — x, tb X, — Tr) COS 04 t 3 ro CoOS (w5t Th p9), (17b) 
"vagy átalakítva, 
x — Re [r, ele: -- ro ei(ost-e)) — Re (r ei?) — rcosö, (18aj 
ahol 
1/8684 2nrecos(ost— at— ort 9), (18b1) 


D a arctg — — ——— ——— (18b2) 


Ha az o1/ os hányados racionális szám, vagyis az w, és wa legnagyobb közös osztójának 
0-nek felhasználásával írható, hogy 


44 — om, 6, — on, (19) 
.akkor 


9 : 
r[1xőJ-[/R6 83 recos [9 (n — m) t 3 k(n — m) 2m -- po.) — (2), (20a) 
Fe 2 


r,sia m(wot 3- 2k x) -- rosin ín (o ta 2k 7) -k 92] 
r. cos m(ot 3- 2k a) -- r, cos [n(wt -- 2k m) -- pe] 


27 
9(t kk 5] — arctg 0 (2). (20b) 
(2 


Ezek szerint az x értéke T — 2x/o idő- 
X4 közönként ismétlődik, vagyis az eredő 
mozgás periodikus, azaz lengés (de nem 
ADD ALA AAA egyszerű harmonikus; vö. a (7) formu- 
lával; 36. ábra). 

pe , Ha azonban az oj/wos hányados 
X2 irracionális szám, akkor nem található 
olyan T, amelyre az 

0 : t r(t3-kT) — r(2) 


4 


és 


0(t3-kT)— 00 


egyenlőségek egyidejűleg (!) teljesülné- 
j 470 nek. Ez esetben tehát az eredő mozgás 
új nem periodikus, azaz nem lengés. Min- 
7] 7; den esetre — a (18b,) értelmében — 
. az eredő mozgás az ] x ] Er szakaszra 
Í gorlátozódik. 

i 3". Vizsgáljuk most azon fontos 

speciális esetet, midőn 


"1 Sre-r ÉS 09 — w GZ 93 -k 0, 
(21a) 


36. ábra 
Ekkor a (18a) az 


x — r (cos o t -4- cos (ot -k p)] —r Re feiot 3 ei(ost-t-o) ] — 


ss FRe ; ei 65-15) k jét S-t) rez 39 ]] Ve 


sz 2 cos ( HE (21b) 
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alakra egyszerűsödik. A feltétel értelmében az első koszinusz-tényező a másodikhoz képest 
igen lassan változik. Ezért (az első koszinusz-tényezőt az amplitudóba foglalva) az eredő 


[6 wo 
mozgást olyan lengésnek tekinthetjük, amelynek közrfrekvenciája LO Sssásől amplitudója 
pedig 0 és 2r között periodikusan 2 
ingadozik. E folyamatot lebegés- 
nek nevezzük. A lebegési időtar- 
tamon két egymást követő maxi- 
mális amplitudó közt eltelt időt 
értjük, vagyis a (21b)-ben sze- 
replő első koszinusz-tényező fél 
periódusát; következésképpen a 
lebegés körfrekvenciája 05 — wo, 
vagyis a két szuperponált lengés 
körfrekvenciájának — különbsége 
(37. ábra). Megjegyzendő, hogy" j 
szigorúan véve, a lebegés is csak 
racionális wi/w, esetén tekint- 
hető periodikus jelenségnek, 
vagyis lengésnek. 

47. A lebegés speciális esete a harmonikusan modulált lengésnek. Ez az 


37. ábra 


x -[? 4 2rcos[o1- 57] cos [2145 (22a) 
alakú, vagy — a (21b) felhasználásával — az 
x—Rcos[214) -- r cos [(£2 -- w) Z -4- 92] -- 7 cos (2 — 0)t (22b) 


alakra hozható függvénnyel írható le, ahol 
R 5 2r és £5 o (22c) 


és R, illetve 2 a modulálatlan, 
2r, illetve w a moduláló lengés 
amplitudója, illetve körfrekven- 
ciája (38. ábra). A modulált len- 
gés amplitudója tehát periodi- 
kusan változik ugyan, de általá- 
ban nem csökken zérusra, mint 
a lebegésnél. A lebegést ezért 
mély-modulácónak is szokták 
nevezni. A (22b) szerint — a mo- 
dulált lengés 2, 2 3- w és 2 — 
w körfrekvenciájú harmonikus 
38. ábra risssztjáái eredőjeként is felfog- 
ató. 


A moduláció és a lebegés nagy szerepet játszik a rádiótechnikában, 
5". MERŐLEGES LENGÉSEK esetén az — x/2, tehát helyzetvektoraik 
2) —TJCOS wit, 29 — ir, Cos (wo th p9), (23) 
az eredő mozgásé pedig 
Zz — r, cos w, t 3- 1 ro cos (69 t 3 p.). (24) 


Az eredő mozgás — ugyanúgy mint a 2"-ben láttuk — feltételesen periodikus, mégpedig 
csak akkor periodikus, s így pályagörbéje csak akkoz zárt, ha az vj/w, hányados racionális 
szám. Ez esetben a periódus T — 2x/o, ahol w az wz és 09 legnagyobb közös osztója. Ha az 
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01/0a hányados irracionális, akkor a z pont — szigorúan véve — sohasem jut vissza kezdett 
helyzetébe ; mindenesetre — mint a (24)-ből nyilvánvaló — az eredő mozgásal Rez] Sr, 
JImz] Er, téglalap alakú tartományra korlátozódik. 


Közel egyenlő körfrekvenciájú lengések esetén. 
£ — w, — 0 Ca ws, és helyzetvektoraik 


2)—rycosojt, 2. —ir,cos (ot -- et 7 p9). 
(25) 


Ezeket olyan közös körfrekvenciájú lengéseknek 
lehet tekinteni, amelyek et -- p, fáziskülönbsége 
az időben lassan változik. Így a z pont — a II 
szerint — közelítőleg lassan változó helyzetű ellip- 
sziseket ír le (39. ábra). 

Nagyon különböző körfrekvenciájú, racionális 
arányú lengésekre példa a 


29—x—-r cosot, 2, —iy—ir,cos2ot. 


Stee te 
39. ábra (262) 
Az eredő mozgás a 
2 — r, cos o t -- ir, (cos? o t — sin? w t) — 
ő § 
s r, cos ot -- ir, (2 cos? wt — 1) — x -- ir (2x2 — 1) (26b). 
1 a 


komplex, tehát az 


T. 
y——- (22 — Vix n (26) 
ré 


egyenletű parabola-ívdarabon megy végbe 
oda-vissza (40. ábra). 

Az egymásra merőleges, különböző kör- 
frekvenciájú lengések szuperponálásánál nyert 
különféle z(t) görbéket közös néven LISSA JOUS- 
görbéknek nevezzük. 


IV". Kettőnél több harmo- 
nikus lengés szuperponálása. 
1. Legyen a szuperponálandó n lengés hely- 
zetvektora 
Zk — TpCOS (w,t 4 px) ela, k — I, 2, . . ., n. 40. ábra 

(27) 


n 


[4 
letve wz — k w esetek rövid tárgyalására szorítkozunk. 


2. Közös körfrekvenciájú. amplitudójú, fázisú és szabályos sokszög szerint irányított 
lengések esetén 


4 Z 27 
Itt csak az rx — r, illetve ry — c" jÉ Pk — 0, ap — 0, illetve ap— — k, op — o, il- 
n 


8; s 
, 27 


zorcosot:re n, k—1,2,...,n (28) 


E Akié eredője: nyugalom az origóban, lévén — az 1. § b) ő) IV"-ben tanultak értel- 
mebDen — . 
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n . 27 n SZÜ 1) 
. Ésa L ahessaé ing 
2— DD 24—rcosot-e " 2en had 
k:1 1 
[ 271? 
2. ; lztk 
ő (e 5, ax 
—rcoswt:e — a 0, (29) 
2 
E 
e" 1 


3". Egyirányú, speciális amplitudójú alap- és felharmonikus lengések. Legyen pl. páratlan 
n-nél Ú 


Tr 


Xr — "(44)" c05 (n — 24) ot, k—-0,1,.., . ". 1430) 


n—1 


2 
Az eredő mozgás periodikus, vagyis lengés (de nem harmonikus), lévén — az 1. §b) ő) 25. 
példa értelmében — 
n 


ci 
f 2 

328) (A) cos (n — 2k) o t — r cos? ot, (31) 
k-0 


ont 


r- S - 


4". Egyirányú, speciális amplitudójú alap- és felharmonikus lengések. Legyen 


b, a 
0-2 xx brcoskolt - axrsink oz t, 


ahol 
T/2 T/2 
"of 09 § 
bas J jÖcoskortdt, a-t Í f( sin k o, t.dt, (32) 

IT 

—T/2 —T/2 
az J(t) pedig (bizonyos feltételeknek: eleget yi 
tevőt) előírt periodikus (T periódusú, 0j — 
— 22/T körfrekvenciájú) mozgás, vagyis len- 1 


gés helyzetfüggvénye, és végül k— 1, 2, . . , 
TU lass 

E végtelen sok (ún. vonalas frekvencia- 
spektrumú) xx harmonikus lengés és az xo 
állandó kitérés eredője éppen az előírt lengés, 
lévén — a FOoURIER-sorok elmélete szerint — 


450, b,-O, a,:0 
4 -(-1)" 


Ozker "TT T2ke1jő 


bo 8 k 
ü 2 (Ök cos k wy t - apsin k wy £) — f(2). MA Áj s 


(33) 
Példaként I. a 41. ábrát ! 


5". Egyirányú, speciális amplitudósűrűségű és fázisú, folytonosan változó körfrekvenciájú 
harmonikus lengések. Legyen 
pf 07ZIaZ o 


x (t, 0) — b(o) cos o t -- a(w) sin o t, Osz zo 


(84) 


$ L. pl. SZÁSZ [M. 4.) II. k. 
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ahol 


$(0) — Es [/9 cos wrT dr a(w) — 4 ig sin wr dr 
(0) — 7 , ök , 


— 00 


az f(2) pedig (bizonyos feltételeknek ele- 
get tevő?) előírt aperidodikus (végtelen 
periódusú) és elég gyorsan  csillapodó, 
ún. tranziens mozgás helyzetfüggvénye. 
E végtelen sok (ún. folytonos frekvencia- 
spektrumú) x(t, 0) harmonikus lengés 
eredője éppen az előírt aperiodikus mozgás, 


lévén — a FouRIER-integrálok elmélete 

szerint — 
45. ápra ! [d(0) cos o t -- a(w) sin w t] do — f(2). 
Í (35) 


Megjegyzendő, hogy folytonos frekvenciaspektrumú harmonikus lengések eredője nem i5 


lehet periodikus mozgás, mert közöttük végtelen sok irracionális frekvenciaviszonyú len- 
géspár akad, Példaként I. a 42. ábrát ! 


FELADATOK 


1. Egészítsük ki a fentebbi összeállítást Joos (T. 41.) II. 1—4. része alapján. 
2. Tanulmányozzuk behatóbban a FOURIER-sorokat és -integrálokat és ezek lengés- 
tani alkalmazásait pl. BAULE (M. 22.) 56. § alapján. 


3. Tanulmányozzuk a hullámok terjedésének és összetételének komplex tárgyalását pl. 
Joos (T. 41.) II. 5—7. része alapján. 


Ajánlott irodalom: Bupó (T. 2.). — G.Joos (T. 41). — B. BAULE (M. 22.). — 
34ü3E8B—JypsE (T. 34.). 


ő) A rugalmasság- I. Bevezetés. Alapfogalmak. 1. Az utóbbi 
tan síkfeladata évtizedekben — elsősorban szövjet kutatók munkássága 
(A. rész) nyomán — igen eredményesen alkalmazzák a komplex 


függvénytan eszközeit a -rugalmasságtan  síkfeladatának 
különböző feltételek melletti megoldásához. 

Az alábbiakban — a (röviden vázolt) valós 
alapfogalmakból, alapegyenletekből kiindulva 
— ismertetjük az alapegyenletek komplex 
alakjának előállítását, majd a kerületérték- 
feladat komplex tárgyalási módját. Részletek 
tekintetében a szakirodalomra utalunk. 

27. A rugalmasságtanban a következő két 
esetben találkozunk sík feladattal: hosszú 
henger esetében, mely palástjára ható, alap- 
jával párhuzamos és minden ilyen síkban 
megegyező, ún. planparalel külső feszültség 
alatt áll; vékony lemez esetén, mely kerületén 
ható és síkjába eső, ún. komplanáris külső 
feszültség alatt áll (43. ábra). Az adott külső 
feszültség hatására kialakuló belső feszültségi 
állapot és alakváltozás mindkét esetben csupán két helyzetkoordinátától függ, tehát meg- 
határozása valóban ún. kétdimenziós vagy síkbeli feladat. 


43. ábra 


$ E. pl: SZÁSZ IM.4.1 11 kk 
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A vizsgált testet (hengert, lemezt) folytonos anyageloszlásúnak tekintjük. 


A rugalmasságtan síkfeladatában általában háromféle erő szerepel, nevezetesen a 
vizsgált síkidom (hengermetszet, lemezdarab) belsejében működő területi vagy tömegerők 
(pl. súlyerő, tehetetlenségi erő), továbbá a síkidom határán működő vagy kerületi erők, 
végül a síkidom belsejében az előbbiek hatására ébredő belső erők. Gyakran előfordul, 
hogy a tömegerők elhanyagolhatók a többi erőkhöz képest. 

3". A síkidom kerületén (belsejében) valamely dz — dx -- idy — dser — — idse" 
vonalelemre ható külső (belső) erő F(z, v) ds — dO, fajlagos (hosszegységre vonatkoz- 
tatott) értéke, vagyis a külső (belső) feszültség 


Fn — F(z, v) — Tn eizr 3- Nan elv — (Nn tiTn) er — Xn4iYVn 69 


alakú, vagyis a z helyen kívül a vonalelem n normálisa v arcusának is függvénye (vagyis. 
tenzor jellegű). Ha vonalelem normálvektora speciálisan l, illetve i, akkor az (1) szerint 


F,— X. HiYs, illetve F, — Xy HiYy (2) 


A fentiekben Nn, Xx és Yy normális (húzó-nyomó), Tn, Xy és Yx pedig tangenciális (csúsz- 
tató) feszültségkomponensek. 


Az akció-reakció elvének megfelelően 
F n iz —Fn; F , — —Fx, F., MEA —F,. (3) 
Egy —idy, —dx és dz — dx 3- idy — ds eiz oldalvektorú, vagyis 
— 1, i, — ieir — eiv normálvektorú elemi háromszög (44. ábra) egyen- 


súlyi vektoregyenlete (ds? nagyságrendű  elhanyagolással) — a (3) 
szerint — 


Fn ds 3- F. , dy 4 Fy dx — 0, azaz Fn — F.cosv 34 Fysinv (4a) 
koordináta-egyenletrendszere tehát — az (1) és a (2) szerint — 44. abra 


Xn — Xxcosp -- Xysinv, Yn — Yxcosr 3 Yysiny (5) 


alakú, Ha viszont az elemi háromszög a síkidom belsejében van, és F.(Xx, Yx); F(Xy Yy 
ismeretes, akkor a (4a) alapján Fn(XnYn) kiszámítható. A (42) komplex alakban 


Fn —- Xn tiYn 7 


gy — (X, ti Y,) cos v4- (Xy - íVY,) sinv — 
rali ad Sdy st 
f — (X.-Bi Y9) cos (1-5) 4 (Xy 
ye §lrax 2 
-gdxdy ési Dr ; 
s SZÁR! ranzat alk e Y,) sin r-5) — (Xx E GYo) sin —(Xy 
"xy EZ --iYy)cosr 
: ; módon írható. Ha a dz oldalvektor a síkidom kerü- 
b. r 


, letének érintője és Fn(Xn, Xn) ismeretes, akkor a: 
, (4b) az F.(X., Yx) és az F(Xy, Yy) számára a ke- 
45. ábra rületi feltételeket szolgáltatja. 
A síkidom belsejében egy dx, dy oldalú -elemr 
téglalap (45. ábra) erőegyensúlya, — i irányú tömegerővel :(súlyerővel) számolva, 


9Y. 9Y 
EK gdx:dy 3 —dy:dx— gdxdy — 0, 
9x 9y 


9Xx. 02 


dx" dy -- dy:dx — 0, 
9x 


nyomatéki egyensúlya pedig (ds, ds! nagyságrendű elhanyagolással) 
— Xydx:dy 1 Yxdy:dx—0 
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egyenletekkel jellemezhető. A síkfeladat egyensúlyi vagy szatikai egyenletei tehát 


0Xx  0Xy g  0Yz GY, 


; Ses BE 5 
ök ÚJ öox "oz 9 EGYE 6) 


alakban írhatók. 
Az előbbi elemi négyszög z, z -- dx, z -4- idy csúcspontjai a feszültségokozta defor- 
anációk során (ds? nagyságrendű elhanyagolással) rendre 


9u : 9v 
w —u-kiv, 9 öw- [zza] riva], 
9x 0.Xk 


9v 
d. 
9y v) 


vektorú eltolást, közbeeső oldalai pedig nyil- 
ván (46. ábra) 


9 
94dyw- [zazZ d] ai [d 
9y 


944 d 
ző dx Ir — 
[245] u 


9u 
5 dx ENE 
v 
[ -4 — dy) —v 5. 
e y ké [/ v 
53 dy 9y 
; ; : fajlagos hosszváltozást és — kis deformációk 
46. ábra (azaz ] x, ] KC 1,]ey] CK 1) feltételezésével — 
9v 9u 
ő 9x 9y ső 9v 4 9u 
sát e e Zdbaee eáéS TÉT d7 9x Bp 
9.:x 9 
nyírási szögváltozást szenvednek. A síkfeladat ún. geometriai egyenletei tehát 
9u 9v 9v  9u 
— — 7 —, 2y—— 1 — 6 
ee guga 2 ÖN eg y "Y- ax 0y (6) 
-alakot öltenek. 
Megjegyzendő, hogy a 
ji 9u Ov 
SEMM zt ége NT 93 (7) 
kifejezés a fajlagos területváltozást szolgáltatja. 
A (6)-ból következik — egyszerű differenciálással — a 
92 92 92 
— ht 2 — (8) 
9 y2 9 x2 9x9y 


ralakú, ún. összeférhetőségi egyenlet. 
Az eddig folytonosnak tekintett testről most még tegyük fel, hogy izotróp és hogy az 
(egyébként egyidejűleg ható) feszültségkomponensek külön-külön működve csak rugal- 
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mas (és nem képlékeny) alakváltozásokra kényszerítik. Ekkor érvényesek a Hooke 
törvények, azaz egy elemi téglalapon külön-külön 


Xx , ez E ga Yy 
0 vgy nye ga méga ggara 
hosszú,- illetve keresztirányú fajlagos hosszváltozások és 
B. 6 
DASTEZÉb A 
Vg 
nyírási szögváltozás jelentkeznek. Feltételeink mellett az Xx, illetve Xy okozta alakváltozá- 
sok szuperponálhatók; így nyerjük — az alakváltozás-komponensekre megoldva — a 
1 1 Xy 
es g (3. u Yy), ey — gy ux5), GÜSÉGT EN (9a) 
alakú vagy — a feszültségkomponensekre megoldva — az 
X.— 2Ge,t 10, Ypy—2Gey3 1410, Xy—2Gy (9b) 
alakú, ún. fizikai egyenleteket, ahol 
2G uz Eu 
SZE öz 9 
TOT za (90) 
A (9b) első két egyenletből nyert 
1 £ : 
DP. € Yy—-2(G42)Ye, 0 — ———— 9 
kk (G-J)YO, aaz0— e gzgplktY) (a) 
összefüggés felhasználásával a (9b) még az 
f A A 
—2 zá ésselsi za —-— 2 z 
Xx G €x -k 2(GxD (Xx Y,), Yy G gy TF 2 2(G én Kgy T) (Xx Yy), X. y 2Gy 


(9e) 


alakban is írható. 
Az x, y síkra merőleges z irányú feszültségek és alakváltozások — ha egyáltalán érde- 
kesek — vékony lemez esetén 


Z2 — 0, ez — ——— léert 9) (102) 


módon (síkbeli feszültségi állapot), hosszú henger esetén 
ez — 0, Z2 — u(Xx Yy) (10b) 


módon (síkbeli alakválrozás) számíthatók. 


4. A rugalmasságtan síikfeladatának alap-egyenletrendszere — az 6), : a (6) és a (9b) 
egyenletekből összeállítva — 


9.Xx , 9 Xy 0Xy , 9Yy 
Sk ag ez 0; 1 
0x Th 9y ? 9x ör 9y 1 ; (11a) 
92 9v 9v 9u 
ESZ ESZÉT SO eszel s det 11 
x 9x €y 9y" je ax tö ( b) 
X.—2Ge,3 10, Y9—-2Ge)3 10, X)-2Gy (11c) 


11 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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alakú, amelyet még — a (4) és a (8) szerint vett — 
Xn — X,cosv b Xysinv, Yn — Xycosv 4 Yysinv, (12a) 

92 92 92 
€x €y Fnéb y 


ET ARAT BÉSÉL E 12b) 
9y2 9x2 9x9y 085) 


mellékegyenletekkel szokás kiegészíteni. 
Az alap-egyenletrendszer láthatóan nyolc egyenletet és ugyanannyi ismeretlent tar- 
talmaz; ezek: 


. 


Kxs Yy Xy; U, V; €xy €yy Ve (13) 


Az alap-egyenletrendszer — mint elsőrendű lineáris parciális differenciálegyenlet-rendszer 
— megoldható, beleértve — a (12a) kerületi feltételek birtokában — az integrálási állandó- 
kat is. 
A gyakorlatban rendszerint nem szükséges mind a nyolc ismeretlen meghatározása. 
Az ún. mozgásmódszer alkalmazása esetén az u, v elmozdulás-komponensek a főisme- 
retlenek. A két megfelelő főegyenletet — a (11a)-ból a (11b) és a (11c) behelyettesítésével —a 


90 90 : 
GAu3Ú3G5Z— B köze ál r SELÜRE (14) 


alakban kapjuk, ahol A a LAPLACE-operátor. Ezek a LAMÉ-féle egyenletek. A kerületi 
feltételek — a (12a)-ból, az előbbi behelyettesítésekkel — 


9u 9u Ov). 
Xn — [10 - 2] cosv FG (rő) sin Yv 
9x 9p.-0Xx 
8 a (15) 
9v 8 v 
Ya s [10 -p 2] sinv 4G (5 tg) ess v 
9y 9y 9x 
alakban írhatók át. Megjegyzendő, hogy itt nem volt szükség a (12b) figyelembevételére, 
minthogy az a (11b) következménye. 

Az ún. erőmódszer alkalmazása esetén az Xx, Yy, Xy feszültségkomponensek a főisme- 
retlenek. A három megfelelő főegyenlet közül kettő a (11a)-val azonos, a harmadik pedig a 
(12b) összeférhetőségi egyenletből nyerhető a (11c) behelyettesítésével; a teljes főegyenlet- 
rendszer — állandó tömegerőt (súlyerőt) feltételezve — 


0Xx  0Xy  g 0Xy 9Yy 


kéri FakgSÉ szg éz o, A — 0 
SZAT TA 97 öz tigy (Xx th Yy) (16a) 
alakú, ahol a harmadik a LÉvY-féle egyenlet. A kerületi feltételek az eredeti 
Xn —- Xxcosv th Xysinv, Yn — Xycosv Th Y,ysinv (12a) 
egyenletek. 
Megjegyzendő, hogy ún. vegyes módszer is használatos, 
5". A továbbiakban a tömegerőt — mint rendszerint elhanyagolhatót — figyelmen 


kívül hagyjük. 
Ekkor az erőmódszernél nyert (16) főegyenlet-rendszer 


ör kenéz LEN A (X.8Y. 0 16b 
BEA yi zs NÉ (655 


alakra egyszerűsödik. 
A (16b) első két egyenlete értelmében 


dB — — X) dx 4 X, dy, dA — Y, dx — Xydy 
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teljes differenciálok, és láthatóan 


Ennek értelmében a 
dU — A dx 7- B dy 


szintén teljes differenciál, melynek U(x, y) integrálja az ún. AIRY-féle feszültségfüggvény. 
Kapcsolata a feszültségkomponensekkel nyilván 


57 92U 05-Ú Est végit § 17 
ke gyar tsa 9 aggy? náisi 
következésképpen 
922U 92U 
2 -k Yy es 9x -k 9 y2 sea A U, (17b) 


Behelyettesítve ez utóbbit az erőmódszer (16a) főegyenlet-rendszerének harmadik 
egyenletébe, a 


AtU sebe 2 kAlE szt 0 18) 
sgat ago toy t 


alakú, ún. biharmonikus egyenlethez jutunk. Megoldásai, az ún. biharmonikus függvények 
közül, a (12a)-ból nyert 


92U fokig ő ge 92U 92U 
n — 9 y? cos V — TESGET tágas kzt SET ET Gt 3 


sin v (19a) 


kerületi feltételek útján lehet — á lineáris tagok erejéig — a megfelelőt kiválasztani, A 7 9a) 
komplex alakban — a (4b) figyelembevételével — 


, 92U 92U 927 —9U 
Fa Xn ti Yar — 3x0 SZOg "Ba 


U MOTN és sre o 
- —1[7- (5 tiz) sert az 7 tis cos 7] — 


d 
— ii grad U (19b) 


T 


zös) esvt [- Jar — 


—— [g-os hozz" sin] grad U — 
x y 


módon írható. ; 
A feszültségfüggvény alkalmazása erőmódszernél láthatóan igen előnyös; 
A feszültségfüggvényt mozgásmódszernél is kedvezően használjuk, 
A (Ila), (11b) és (11c) egyenleteket összefoglaló (14) főegyenletek helyett elegendő 
csupán a (11b) és (11c) egyenleteket egyesítő 
9u 
9y 


egyenletekbe bevezetni a feszültségfüggvényt, mint hogy ez a (L19)-t nyilvánvalóan kielé- 
gíti. Figyelembe véve, hogy a (9a) és a (17b) szerínt 


[7 
X.—-265 10, Yy—2G5h10,x,-G[7r5 (202) 


I 
B S sem ege Faj es 


A 20. 
24432) U, COD) 


i 
ZGT) 


za hd 
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a (20a) egyenletek — a (17a) formulák behelyettesítésére és némi átalakítás után — az 


92 1 92U A 76 ] 1 [ Céelstkak 2G -4- A ] 
E RGL ON " 2(G-a) — 2G 9x2  2(G-Ta) 3 
2 B 1 9U  2G€A 
ZER tő iz ESO Zs], 
9y 2GlI 0x 2(G 3-4) 2G 9y?  2(G-42) 
2 
ÉRE MEM Rob; (200) 
9x 9y G 9x9y 
alakot öltik. Az első két egyenletet integrálva, és bevezetve a 
2G FA 
P- AU, kj 27 F——— 21a 
aj HA szig 


jelöléseket, az 


1—-g[- ta Perm] v— [őr [Po rre] (21b) 


kifejezéshez jutunk. Az f(x) és az f.(y) meghatározása céljából helyettesítsük be a (21b)- 
a (200)-be, figyelembe véve a II" 1" (23) és (24 a, b) formulát ; ekkor az 


fv) af) 0 
azonosság adódik, mely nyilván csakis akkor állhat fenn, ha 
fv) — —f(x) — a — const. 
A keresett függvények tehát 7 
fWy) —-— ay B, f(x) — —ax 49 (21c) 
A velük kapcsolatos 


fő 1 
ma szug KTg, — [0 1 if) 1— sg [—i a (xb ig) b (B ív] — 
sza te2ztő]) (22a) 


kifejezés nyilvánvalóan a testnek mint egésznek (saját síkjában történő) merev elmozdulását 
határozza meg, minthogy ez az 


9 u. 9 v ( 9v 9 a 
£xo — zer Egs rő 2y — — -k 2 0 (22b) 


9x 9y 
értelmében az alakváltozásra és így — a (11c) szerint — a feszültségekre nincs befolyással. 
Ezért a továbbiakban a (21b) formulákban szereplő fi(y) és f(x) tagokat mint lényegtelene- 
ket figyelmen kívül hagyjuk. 
A fentebb vázlatosan összefoglalt alapismeretek részleteit illetően a szakirodalomra 
utalunk." 


II". Az alapegyenletek alakja komplex potenciálokkal. 
17. Előkészítésképpen vizsgáljuk meg tetszőleges U(x, y) biharmonikus feszültségfüggvény 
komplex előállításának módját. Közelfekvő gondolat ezt reguláris komplex változós függ- 


§ L. pl. BEZUHOV i. m. 
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vények útján keresni, minthogy ezek valós és képzetes része tudvalevőleg harmonikus 
függvény. 

Legyen tehát valamely T tartományban U tetszőleges biharmonikus függvény, azaz 
A?U — 0, Ekkor otta P — AU függvény nyilván harmonikus, lévén AP — APU — 0, 
és ott (a Px, — 0" P"y — —O", CAUCHY— RIEMANN-egyenletek alapján megállapított) 
0 harmonikus társával együtt az 


f2 -P-iiOe 


reguláris függvényt képezi. Úgyszintén reguláris a: T-ben az f(2) függvény — célszerűen 
14 faktorral ellátott -— határozatlan integrálja, vagyis a 


Mása áz EEEN: t 3) 
függvény. Deriváltja természetesen 
(2 — zzz TBETO 7 (tg 
vagy valós és képzetes részére szétválasztva, 
! 179 77-57-72 .  24bj 


Ezek után vizsgáljuk meg a pjn — U — px — gy függvény LAPLACE-kifejezését. A 


9p 99 
A gaz ttój e szi sz De A ek ÁD szó ASS dé 
Pi ( px— gy) jz RED 97 yA g 


1 1 
P——P-0——P-0—0 
3.2, 2 


számítás értelmében az U — px — gy függvény a T-ben harmonikus. Más szóval az U 
és a px 3- gy függvény egymástól csupán valamilyen, a T-ben harmonikus p, függvény- 
ben különbözik, vagyis írható, hogy 


U-pxtagytDpe (25a) 
Minthogy p x -- gy előállítható a z g(2), továbbá p, valamilyen, a T-ben szintén reguláris 
x(z) függvény valós részeként, azaz 
2 4 BA RAS szézeá, 1 sz 
px-4 gy — Re z g(z) — — Iz 9(z) -- zo(2)], pi — Re x(2) — — [X(2) t-.x(2)]  65b) 
módon, ezért a (25a) a következő komplex alakban írható át: 


íg;  SABES S dés sé 
U — Relz 9 (2) 4 x(2)1— — IZ 9(2) 4 x(2) 4 z (2) -- x(2) 1. (25c) 


E (MUSZHELISVILI szerint levezetett) GOURSAT-féle formula értelmében bármely, a T tar- 
tományban biharmonikus függvény előállítható két alkalmas, a T-ben reguláris komplex 
változós függvény, ún. komplex potenciál segítségével. A továbbiakban az. U függvény e 
komplex alakját fogjuk alkalmazni. 

Egyébként könnyű igazolni, hogy az U biharmonikus függvény pl. az 


U—-—2px1p, U-2gy 1 ps 


alakban is előállítható, ahol p, és ps alkalmas harmonikus függvények. 
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27, További előkészítésképpen állítsuk elő most az U biharmonikus függvény (25c) 
alakjának parciális deriváltjait. Figyelembe véve, hogy reguláris g(2) függvény esetén 


[d og (908 ög -f. 9 0 g 

SZEKÉR MAZ 22-69-52 [5-6 (26a) 
9x 9y 9z 9x 9x 9y 9y 9z 

az említett parciális deriváltak 


1 Z éz z —, 
Szt R LN ZÉSBÉ Fr EE FK d 


CE 
9U L , , ge 
sálasz og ezb 420 ete asz AV ri Zl (26b) 
92 U 1 ezi egy d egy? 3 . pen) 
——z 7 — [2974 207329 42ze" txt xb 
9x 2 
27 1 , pest jegy d bag 7 dő 4 beveri 
— 7-7 [294297 —29/tzoe"tx 1 xX1 
9y 2 


módon alakulnak. 
Ezek felhasználásával a fontosabb derivált-alakzatok 


9U 9U s eszet ; 
grad U — öz -4 i — — p(2) 3- 2 op (2) tb x(2), (27a) 
x 9y 
92U  9U mi 
AU — —- 4 — — 2 [92 3 e(2]—4Rep(2) —P (27) 
9x 9 y? É s 


alakot öltenek. (Az utóbbi, mint a 4p"(2) reguláris függvény valós része, harmonikus, azaz 
4: A Re o (2) — 5P — A?U — 9, tehát U biharmonikus — összhangban a kiindulási 
feltétellel.) 


37. Most hozzáláthatunk fontosabb formuláink komplex potenciálos alakjának felírá- 
sához. 


A síkidom kerületén vagy belsejében tetszőleges dz — ds err ívelem-vektorra vonat- 
kozó Fa feszültségvektor kifejezése — a (27a)-t a (19b) behelyettesítve — 


d d AES ÁLT gentle 
Pn sknkidns zizzerd U- is [e(2) T 2p(2)-r v(z)] (28a) 


alakot ölt, ahol bevezettük a 
y(2) — x (2) (28b) 
jelölést. 
Ha speciálisan, dz — idy, és így-ds — dy, Xn — X., Yn — Xy, akkor a (283) — a 
(26a) figyelembevételével — az a 


[e B 
F, — Xx tiXy — — ge U — p(2) 4- p (2) — z p"(2) — p(2) (29a) 


alakban írható; ha pedig dz — dx, és így ds — dx, Xn — —Xy, Yn — —Yy, akkor i-vel 
szorozva s egyébként hasonlóan az Ú 


[e v kel 
iFy—- Yy—iXy— zgrad U — p(2) 4 Pp) 4 zp"(z) 4 vT) (29b) 
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alak adódik. A (29a)-t a (29b)-hez hozzáadva, majd belőle kivonva, Koloszov alábbi formu- 
láit kapjuk: 
X..4Y)—-2I[92)top(2]—4Reg (2), . (30a) 
Y) — Xx 4 2i Xy — ZÍz p"(2) 4 w(2) I; (30b) 
aaz utóbbinál áttértünk a konjugáltra. KOLOSZOV formulái — a két komplex potenciál isme- 
retében — meghatároznak egy feszültségi állapotot. 


Fejezzük ki most az elmozdulásvektort a komplex potenciálokkal. A (21b)-ből gyérjük 

a (24b) és a (21c) figyelembevételével —, hogy 
1 9U hi 8 1 9U Hi k bit (812) 
1——g[- HGYETA hkkp dt ay - jő v — za [/ 07 g xx v] a) 


vagy LOVE formulájával 
A 
w-utiv—-z[—ezdUtkp tig — xa(x-tiy H1(8--i9y)] GID 


"Végül — a (22a, b) szerint merev elmozdulást jelentő lényegtelen tagokat elhagyva, vala- 
mint a (23)-t és a (27a)-t felhasználva — KoLoszov újabb formuláját nyerjük: 


1 hsz tét kele 
w — u-Fiv— eze 9(2) — z 9(2) — v(2)1 (322) 
-ahol 
2G u 
G -- 
3G 1-4 DE g .8 
ET Aa VE TETEL ESETBE EVEZÉS ő 2 
s G-4A4 G 2G u 17 4 620) 


IKOLOSZOV e formulája — a komplex potenciálok ismeretében — meghatározza a z helyzet- 
vektor függvényében az (alakváltozással járó) w elmozdulásvektort. 


4", Ezek után vizsgáljuk meg, hogy adott feszültségi állapot, illetve adott elmozdulások 
esetén milyen határozottsággal állapítható meg a g(zZ) és a y(z) komplex potenciál, 


Adott feszültségi állapot esetén a (30a) teljesen meghatározza a p"(2) valós részét, viszont 
képzetes része a CAUCHY — RIEMANN-egyenletek alapján csak egy a (valós) állandó erejéig 
állapítható meg. Eszerint a (30a)-nak eleget tesz minden 


p(z) — 9(2) 13-i az 7 b (33a) 


alakú függvény, ahol b, — 8. éa i vu A (305) teljesen meghatározza a w"(2)-t, tehát a 
y(2Z)-t csak egy (komplex) állandó erejéig, vagyis a 


Ö(2) — w(z) -- b; 7. (83b) 


függvények bármelyike kielégíti a (30b)-t, ahol b, — 8, 4-i yo. 

Fordítva, a feszültségi állapot nyilván nem változik, ha a o(2), fljslye a yv(2) helyett a 
(33a), illetve a (33b) függvényeket szerepeltetjük. Az a, bi és b, állandókat pl. a 
9(0) — 9(0) 4-5. —0, Im $7-(0) — Im g"(0) 4 a— 0, $(0) — w(0) -b2—0 (330) 


feltételek alapján állapítjuk meg, ahol a z — 0 origó pontja a T korlátos tartománynak, 


Adott elmozdulások esetén a 9g(2), illetve a w(z) helyett a (33a)-val, illetve a (33b)-vei 
dolgozva — a (32a) értelmében —- 


1 ? 
7 EEZSET ENE VÉ o EÁSTÉ SL A LE -AbE Fogok e ARNÉSÁ (34a) 
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változást szenved az elmozdulás, mely azonban — a (22a, b)-nél mondottak szerint — a 
test feszültségi állapotát és alakváltozását nem befolyásolja. Az elmozdulás csak akkor nem 
változik, azaz csak akkor teljesül a 


őw — 0, ha x—0 és xb, — b, — 0. (34b) 


Eszerint adott elmozdulások esetén az a, illetve a b2/b, értéke meghatározott (nevezetesen 
0, illetve x). Magának a b.-nek a megállapítása pl. a 
(0 —0 (34c) 
feltétel alapján történik, s így maga a b, is kiszámítható. 
5". Állapítsuk meg most a vizsgált test (lemez- vagy hengermetszet) által igénybe vett, 


egyszeresen összefüggő tartományban haladó G görbe mentén az eredő erővektort és nyo- 
matékot. 


A (28a) értelmében a G görbé egy ds íveleméhez tartozó feszültségvektor 


d d esd EE 
F, — Xn 13-i Yn — — 1, érad T. s — MT [9(2) -- z 9 (2) -- w(2) ]. 
Ezt a G mentén az ívhossz szerint integrálva, kapjuk az F eredő erővektort, azaz 
7 
F — X7iY — (G) JFnds — — il[grad UT — — i [e(z) 4 z 9 (2) -- v(2) 1 (35a) 
A 


vagy más alakban 
P 


gradU —9(2) 1- z 9(2) 1- v(2) — (G) [ i(Xn HiYn)d4-C—-iF-3C. — (35b) 
A 


A G görbe menti F, — Xn -- i Ya feszültségeloszlásnak az O origóra vonatkozó eredő 
nyomatékát — nagyság és értelem szerint — az 


Fk 


M—-(G [Ya —y Xn) ds (36a) 
A 
integrál szolgáltatja. Figyelembe véve, hogy — a (28a) szerint — 
d (őU d(9U 
Xn — — , Yn— ———l, 
n ds ( 9y ) ír TE 9x ) 
majd parciálisan integrálva, a (36a) F 
t 4 szi 
. 9U 9 9U 9 UTP 9U 9U 
u o [ez sg --b eg se [ ofsze 379] - 
(6) j (z sz ty 5) s5z Fazer D[ gát; év 
A A 


— — (Re z grad UJA 4 [UJ — 
— Re ( — z[p(2) 1 29 (2) 4 x (217 4 IZ 9 (2) —- x 4 x (218) — 


- Re [y(2—zy(2—zzv(2)]A (36b) 
módon alakul. b 
Ha a G zárt görbe, azaz P — A, akkor 
F—-0ésM —0, 


lévén az egyszeresen összefüggű T tartományban 9(2) és v(2) egyértékűek. 
A fentiek jól megvilágítják a grad U mechanikai jelentést, 
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FELADATOK 


1. Egészítsük ki és mélyítsük el az 17-baa tanultakat pl. BEzuHov [T. 19.] 
1—III. fejezete alapján. 


2. Egészítsük ki és mélyítsük el a II"-ban tanultakat MycZEau magán [T. 8.] 
29—34. § alapján. 
3. Legyen a két komplex potenciálfüggvény p(z) — (a -- ib) zt és Z(z) — (c 3- 
-H i dző; állapítsuk meg — KoLoszov formulái segítségével — a megfelelő feszültség- 
és elmozdulás-komponenseket. 
ak 


Ajánlott irodalom : BEzunov [T. 19.). — MycxsaumBnan [T. 8. ]. — TIMOSHENKO- 
-GOODIER  [T. 30.].  : 


2) Vegyes műszaki I. Szinuszos áramkörök tárgyalása. A 
adatok fel- készítendő összeállítás terjedjen ki pl. a komplex ellenállás, 
adato 


feszültség, áramerősség bevezetésére, a  KIRCHHOFF-, 
OHm- -törvény stb. rájuk való kiterjesztésére: , egyszerű 


minde A esgégít sézágketők tárgyalására; stb. 


Ajánlott irodalom: BECKER —Voicr [T. 6.) I. G. — G. OBERDORFER [T. 5.) IL 
A. — 3AMmnes—JyprE [T. 34.] 83 II. 5—7. — J. WaLLor [T. 37.] IV., V. 

II. Speciális szinuszos áramkörök vizsgálata.  Feldol- 
gozandók pl. a WHEATSTONE-híd, — a rezonanciakörök, a transzformátor, az induk- 
ciós motor stb. egyes kérdései. 

Ajánlott irodalom: G. MöLLER [T.22.] II. 3., 5., 6. §. — K. A. Keyr (T. 24.). 
— J. WaLLor [T. 37.] VII. 

, III". Mechanikai és elektromos rezgőrendszerek ana- 
lógiájának elmélete. E modern témakör részletes és bő példaanyaggal 
szemléltetett tárgyalását I. a következő műben. 

Ajánlott irodalom: TAPaHp—Brpnc [T. 28.] II., Ipua. mepes. I., II. 

IV". A telegráfegyenlet egyes kérdései.  Feldolgozandó 
kérdések pl.: a vezetékpár differenciálegyenlete s ennek megoldása; a terjedési együtt- 
ható és a hullámellenállás különböző esetekben; reflexiójelenségek; a bemenő ellen- 
állás; a vezetékcsonk kérdései, stb. 

Ajánlott irodalom : Simonyi [T.1.] III. C. — G. MöLLeR [T. 22.] II. 11. §. — 
FRANK—MisEs  . — J. WatuLor [T. 37.] IX., X. — H. ScHRőDER [T. 17.] A. 

V". Az elektromágneses hullámtan egyes kérdései. 
Tanulmányozzuk a hullámegyenlet legegyszerűbb megoldását, a síkhullámok reflexió- 
ját, az antennasugárzás egyes kérdéseit stb. 

Ajánlott irodalom : Simonyi [T. 1.] VI. A., B. 


3. §. ELEMI KOMPLEX VÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK 


a) A lineáris egész- és törtfüggvény 
I. Speciális esetek. 17. Legyen először 
wa kz, (1a) 
ahol k valós, pozitív. Bevezetve a w — o ei? és a z — rei? 
exponenciális alakot, a w — k z komplex egyenlőség az 
e—kr, 0— op (vagy b—D—2km) (1b) 


a) A lineáris egész- 
függvény (w — 
— E az -k- b) 


két válós egyenlőség alakjában írható. Ezek szerint a w képvektorok a z alapvektorokból 
ezek k-szorosra való nyújtása (k 5 1), illetve zsugorítása (k c 1) útján adódnak. 
Pl. al z! — 1 egységkör a leképzésnél az ] w] Z k körbe megy át. 
. 2. Legyen most 
w — elis z, ahol a. valós. (2a) 
Ebből az előbbi jelölésekkel a 
e—r 1—opdta (b) 
egyenlőségre jutunk. Ezek szerint a w képvektorok a z alapvektorokból ezek (nagyság 
és értelem szerint) a szögű elforgatásával nyerhetők. 
Ha a z faktora i, illetve —1, akkor az elforgatás szöge nyilván r/2, illetve e. 
Pl. az y — Imz — 0 felső félsík e leképzésnél az Im ei" z — y cosa 3-xsina —0 
ferde félsíkba megy át. 
3". Legyen végül § 
w — z 1-b, ahol b komplex. i (3) 


E leképzés nyilvánvalóan a z pontok (vektorok) b vektorú eltolásából áll. 
Pl. a w sík e leképzésnél úgy nyerhető, hogy a z síkot önmagával párhuzamosan 
eltoljuz, origójával a b vektor végpontjába. 


II". Általános lineáris egészfüggvény. 1. Ekkor 
w — a z 3- b, ahol a és b komplex. (4) 
Bevezetve az a — k eis jelölést, a w — a z -- b függvény a fentebb ismertetett 
w —kz, w, —elsw, w — w, 3-b (5) 


függvények láncolataként állítható elő. Következésképpen a w — az 3- b függvény 
megszabta ún. lineáris leképzés a z alapvektorok k-szorosra való nyújtás-zsugorítása, 
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majd a wy — k z vektorok a szögű elforgatása és végüla w, — ei" w, vektorok b vek- 
torral való eltolása útján (az eltolt vektor végpontjának helyzetvektoraként) szolgáltatja 
a w képvektorokat. A lineáris leképzés tehát három egyszerű leképzés, a nyújtás-zsugorí- 
tás, a forgatás és az eltolás szuperpozíciója (47. ábra). 
2". A w— az 73-b lineáris lekép- 

zésnél az a-£l esetben mindig van k. 
egy z — c helyben maradó pont, amely- 
nek képe önmaga, azaz w(c) — c; meg- 
határozása 


csac1b, c— ——- 
1— a 


(6) 


módon történik. E c felhasználásával 
függvényünk 


w—csa(z— c) (7) 


alakban írható. Eszerint a w— c kü- 
lönbségi vektorok a z — c különbségi 
vektorokból eltolás nélkül, csupán 
a — keit mértékű nyújtva- (zsugo- 47. ábra 
rítva-) forgatással állíthatók elő. 

3. A w — a z 3- b lineáris leképzés a nyílt z síkon mindenütt konform, lévén a 
w — a z 4- b függvény mindenütt reguláris, és deriváltja w" — a -- 0. 

A lokális vonalmenti nyújtás-zsugorítás, elforgatás és területtorzítás mértéke 
rendre 


la] —k, arca — a és Jaj? — k?. (8) 
Minthogy ezek állandók, a leképzés nemcsak lokálisan, hanem nagyban is konform. 
Pl. a z, — 0, z, — r, ely: és zs — rs eirs csúcspontú háromszög lineáris leképzése: 
wz — 0, w, — kr, eilrt2) 3. b, w, — krg eilrsto) 3. b, 
következésképpen 
02— p2t-a, 05— pata, 029— Üz — pe — ps; 
02 — kre, 023— kra 22193 — rolrs; 
T — 05 0ssin (09 — 09) — k? - ro rs sin (pa — po) — kt. 


Megjegyzendő, hogy a konformítás a számsík z — có pontjára is kiterjeszthető, 
ha az ottani szög- és arányviszonyokon a számgömb E" pólusában mutatkozó viszonyo- 
kat értjük, itt a szögeket ellenkező előjellel tekintve. 


4. A w— az 73-b függvény és inverze, a 


1 b 
zZ—--w — — 
a a 


(9) 


függvény egyaránt egyértékű, vagyis a w és a z lineáris függvénykapcsolata, nemkülön- 
ben a lineáris leképzés kölcsönösen egyértelmű, röviden egyrétű. 
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Valóban az 
az, 3 b— azo, b, vagyis az a(zz— 2) —0 " (10) 


egyenletnek a z, — Z9-n kívül nincs más megoldása, tehát különböző z-khez külön- 
böző w-k tartoznak. 


8) A lineáris tört- ! I. A reciprokfüggvény. 1. Vizsgáljuk először 
függvény a2a—d—0,b—c—1 speciális esetben adódó 
( az Tk "a 1 
10 — igényük 
cz 4 d kdlszéss (1a) 


függvényt. 

A w — 1/z formula az—0ész— co pontok kivételével — a z síkon minde- 
nütt értelmezi a függvényt; a z — 0-hoz a w — c0-t és az — c0-heza w — 0-t hozzá- 
rendelve, az értelmezést a teljes zárt z számsíkra, illetve a teljes z számgömbre kiter- 
jesztjük. 

A w — o ei? és a z — r ei? exponenciális alakot bevezetve írhatjuk, hogy 


e — 1/r és 0— —g. (1b) 


2". A w — 1/z függvény a w, — 1/Zz és a w — w, egyszerű függvények láncolataként 


is előállítható, és ennek megfelelően 


047 l/lrésSő,—p; 9— 0 ésÜ— —ü (2) 


A az első leképzés a z pontot — változat- 
lan arcus mellett — az egységkörre vo- 
natkozó inverzióval a wy pontba, a má- 
sodik pedig ez utóbbit — változatlan ab- 
szolút érték mellett — a valós tengelyen 
való tükrözéssel a w pontba viszi át 
(48. ábra). Nyilvánvalóan az első lekép- 
zés az — 0 pont körüli Iz] C 1 kört 
a w — co pont körüli [w] 51 körbe, 
továbbá a z — oo körülilz] 5 1 körta 
w —0 körülilw] C1körbe,alz]—1 
körvonalat a /w! — 1 körvonalba viszi 
át; a második leképzés pedig az Im 
z 50 felső félsíkot az Imw —€ 0 alsó 
félsíkba, az Imz-C0 alsó félsíkot az 
48. ábra Imw 50 felső félsíkba, az Inmz — 0 
valós tengelyt az Im w — 0 valós ten- 
gelybe viszi át. Végeredményben pl. az egységkör belsejének második negyede az 
egységkör külsejének harmadik negyedébe képződik le (49. ábra). 

3". A (2) alatt szereplő mindkét függvény nem reguláris, továbbá mindkét leképzés 
csak másodfajúan konform. A belőlük összetett függvény azonban — az — O0ész — co 
pont kivételével — mindenütt reguláris és w — —1/z? -£ 0. Az eredő leképzés tehát 
már mindenütt (elsőfajúan) konform, kivéve az említett két pontot. 


Be ezt E 


ESSZÉ sg éz 


Z2 


NSZ azheées 


N 
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4". A w — 1/z függvény megszabta ún. reciprok leképzés (elsőfajú) konformitása 
(szög- és aránytartása) a z — 0 és a z — co pontra is kiterjeszthető, ha megállapodunk 
abban, hogy a számsík e pontokban metsződő ívelemeinek hajlásszögén, illetve ará- 
nyán a számgömbi képeik 
hasonló adataitfogjuk érteni, 
azonban az E" pontban a 
szögeket ellenkező előjellel 
tekintve.t Pl. az sík ry eir 
és az ra eitet2) egyenesei- 
nek képei a w sík e7iv/r, 
és az eilpt9lr, egyenesei, 
illetve a w gömb (D-ből 
tekintve —p, —p— a) E- 
ből tekintve p, p -4- a arku- 
szú délkörei. 

5... A w — I/zinverzea 
z — 1/w függvény, amelyre 
tehát — az és a w szerep- 


B A 49. ábra 
cseréjével — a fentebbiek 
érvényesek. 
II". Általános lineáris törtfüggvény. 1. Alakja 
az tb 
TSZ u 


ahol az a, b, c és d tetszőleges komplex állandók, de alc-£ b/d, azaz ad—bc-£ 0, 
mert ekkor w — a/c — b/d — const lenne, továbbá c -£ 0, mert ekkor w — (a z -- b)/d 


lineáris egészfüggvény lenne. Formulánk — a 
d ; a § i 
w [— 73 — 00 és w(co) — Ag i éb) 
kiegészítéssel — a teljes z számgömbre értelmezi a függvényt, 
Inverze, a 
— d b 
ESZEM 8 (4a) 
cw — a 
függvény — a 3 
, (a k d 
zal 99 ÉS 2(0)——— (4b) 


kiegészítéssel — szintén a teljes w számgömbön értelmezve van. 
Mindkét függvényünk egyértékű lévén, a z és a w szóbanforgó függvénykapcso- 
lata, illetve a neki megfelelő leképzés kölcsönösen egyértelmű, más néven egyrétű. 
2". Függvényünk képlete — a kijelölt osztás elvégzésével — a 
a bc — ad 


JÁRÓ GÉNT Süt ll 


$ L. bővebben Jlaepetmwvees—Ilaőam [M. 1.) 120. o.- 
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alakra hozható. Eszerint függvényünk előállítható az egyszerűbb 


€ —c(cz-td) 0—-—- és w- 


íz -k (bc — ad) o (5b) 


függvények láncolataként. A w(—d/c) — c9 és w(oo) — aj/c kiegészítés most az 0(0) — co 
és 9(c0) — 0 módon írható. A lineáris törtfüggvény megszabta leképzés tehát két lineáris 
(egész) és egy reciprok leképzés szuperpozíciója. ; 

37. Függvényünk — a z — —djc és a z — co pont kivételével — mindenütt 
reguláris, és 


w - —— 20. (6) 


A függvényünk megszabta leképzés tehát — a két említett pont kivételével — a nyílt 

z síkon mindenütt (elsőfajúan) konform. A konformitás — az a) II" 37-beli és a 8) 

II" 47-beli megállapodással — a z sík z — —d/c és az — co pontjára is kiterjeszthető. 
Végeredményben leszögezhetjük, hogy a 


a 
We ES, 7 lizz —Í[ 00, tú(80) 5; ád — be Z 0, ező 
(kiegészített) lineáris törtfüggvény a zárt z síknak a szintén zárt w síkra való kölcsönösen 
egyértelmű és konform leképzését szabja meg. 
III.A körtartás tulajdonsága. 1". A z sík körvonalainak 


AC? 3y)tmxihnyrFC—-0 (7a) 
egyenlete az 7 


1 . 1 - 
x— 5(z4 2), y— 5 2— 2) 
helyettesítéssel az 


Azz3Bz4Bz4C-0 (7b) 


alakra írható át, ahol B — (m -- i n)/2. Az A — 0 esetben egyenletünik a z sík egyeneseit 
jellemzi. Minthogy a z sík köreinek és egyeneseinek a z gömbön egyaránt körök felelnek 
meg, szükségtelen a z sík köreinek és egyeneseinek esetét elkülöníteni. A C — 0 
esetben a körök, illetve az egyenesek átmennek a z — 0 origón. 


2", Az előbbi egyenleten végrehajtva a 


Z — — —— : (8) 
lineáris (tört-) transzformációt, a hozzá hasonló alakú 


A wwi34BwiBw73C-Oo0 (9a) 
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egyenlethez jutunk, ahol 
A —Add—Bdé—Bdc1- Ccc és C — Atbb— Bba— Bba3-Caa. (Ob) 


Egyenletünk a w sík köreit jellemzi, amelyek az A" — 0 esetben egyenesekké fajul- 
nak; a C" — 0 esetben a körök, illetve az egyenesek átmennek a w — 0 origón, 


Megállapíthatjuk tehát, hogy a 


az 3-b 
cz 4d? 


w [-8]- w(00) — 8 ; ad — bc -£ 0, c2z0 


(kie gészített) lineáris törtfüggvény megszabta leképzés a z gömb bármely körvonalát a: 
w gömb valamely körvonalába viszi át, röviden körtartó. 

3". Megjegyzendő, hogy míg bármely konform leképzés csak lokálisan (elenyészően 
kis környezetben, magasabb rendűen elenyésző hibával) körtartó, addig a lineáris 
törtleképzés regionálisan is (nagyban és hiba nélkül) körtartó. 

IV". A lineáris törtfüggvény invariánsa. 17. A lineáris törtfügg- 
vény valamely zérustól különböző együtthatójával osztva a számlálót és a nevezőt, nyilván- 


valóvá válik, hogy függvényünk három komplex paramétertől függ. Ezek meghatározá- 
sára három egyenlet szükséges, űj ú 


Ezeket legegyszerűbben úgy nyerjük, hogy előírjuk 3 tetszőleges, különböző z4 és 3 
tetszőleges, különböző wk komplex szám (pont) összerendelését az ismeretlen együtthatójú 
és 


az 4- b 
Wr — —— , 
b czk 4 d" 
alakú függvény (leképzés) által; az előírt zr-k és a wxr-k közt a z — oo, illetve a w — oo. 
is előfordulhat. 
2. A 3 együttható-viszonyszám tényleges meghatározása helyett a 


k—1,2,3 (10) 


vég ll (ad — bc) (z — z,) e: s (ad — bc) (z — z9) 
Há (cz -- d) (cz1 -k d) " ks (cz -- d) (cz -- d) " 
(ad — bc) (zs — z;,) (ad — bc) (zs — z,) 
Wsz — wi sz — 


(zs FA) (ez Ed) TP ez EDTZEI 


növekményeket, majd a két első és a két utolsó hányadosnak viszonyát képezve, közvetlenül 
a keresett függvényt kapjuk. Az így nyert 


w—w wo —w o 2-2 zzz —z, 


ks zi t T (11 
wW-—-Ww, w6-w, 2-2, Z, —Zző 


függvény nyilván lineáris törtfüggvény, és valóban kielégíti a 3 feltételt. Sőt igazolható, 
hogy csak ez az egyetlen olyan lineáris törtleképzés létezik, amely a z gömb 3 tetszőleges, 
különböző zx pontját a w számgömb 3 tetszőleges, különböző wx pontjába viszi át. 

3... A most nyert eredmény egyszersmind azt is kifejezésre juttatja, hogy négy tetsző- 
leges pont, pl. a z, Z2, Z és zs pont 


CEZ ÉRE 12 
2— 29 Zz —Za 


(215 Ze, Z, Z3) — 


alakú kifejezése, ún. kettős (vagy anharmonikus) viszonya a lineáris törtleképzés 
során változatlan, invariáns marad. 
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Ha a négy pont speciálisan egy egyenesen helyezkedik el, azaz 
21 — Co t ti eis, z2 — Co Tt tels, 2 — Ca tte, zs — Co tr ts e, 


akkor kettős viszonyuk a 
úi t —t; t5—t, 

:—— sz (th, ta tt 
fszt Ül (ti, 25 b t3) 


(215 Za Z; 235) — 
szerint a megfelelő egyenesszakaszok (valós) kettős viszonyával egyenlő. 
Ha pedig egy körön helyezkednek el, azaz 
z, — Cg tr eir, Ze Ez Co 4 feirs, 2 — Co 4- reiv, 29 — Co hr eiv,, 
akkor a kettős viszony a 


eip — eiv — elps — elWi 
(21 Zo, 2, 23) SET TEN TÉÁ 


eip — eip:  eips: — eip ks; 
ete KEK ASEzlk 2 ! ete st Ön Pa 
e 2 -:2isin; 5 e 2 -2isin P) 
i ze IP Pig ; jeep Pz3 — Pa at 
e 2 :2isin7 5) e 2 "2isin TT 
e B Pi : Pár Pi 
2 sin SG KET 2 sin EZ 
sz s: 
2. IP 770 ager ba 
2 sin HK St 2sin — 2 


szerint a megfelelő húrok (valós) kettős viszonyával egyenlő. 


(13a) 


(13b) 


(14a) 


(14b) 


4". A három különböző zx, illetve wx pont egy-egy rajtuk átmenő G, illetve C kört 
határoz meg a z, illetve a w síkon, A II" 2" és a III" 2" alapján nyilvánvaló, hogy csak 
egyetlen olyan lineáris törtleképzés létezik, amely a G kört 

a C körbe viszi át ; e leképzés azonos a három zx pontot 


22 a három wx pontba átvivő lineáris törtleképzéssel. 


bg E leképzés a G kör. belsejét a C kör belsejébe vagy 
. külsejébe viszi át; könnyen belátható, hogy a G-n belüli 
2, zZ 0 w, két pont és összekötő egyenesük képe nem lehet a C két 


különböző oldalán. 


pi A 21, Zo, Zg, illetve a wz, Wo, wg körpontok sorrendje 
6 c meghatározza a G, illetve a C kör körüljárási értelmét, 
Ezekhez képest az egymásnak megfelelő körbelsőknek és kör- 


hd 


NN 


C külseje felel meg; a G és a C kör ellenkező 


külseje pedig a C belsejébe megy át (50. ábra). 


külsőknek egyazon oldalra kell esniök, minthogy a lekép- 
zés konformitása nagyság és értelem szerinti szögtartást 
biztosít. A G és a C kör egyértelmű körüljárása esetén 
tehát a G belsejének a C belseje, a G külsejének pedig a 
értelmű 
körüljárása esetén viszont-a G belseje a C külsejébe, a G 


57. A felső félsíkot úgy tekinthetjük, mint a végtelen 


50. ábra sugarú kör speciális esetét. Kérdés, hogyan választandó a 
ú lineáris törtleképzés, hogy az a z sík felső felét 

a w sík felső vagy alsó felébe vigye át. 
A két félsíkot határoló két valós tengelynek (illetve három-három pontjának) egymásra 
való leképzése alapján oldjuk meg a feladatot. Legyen az x tengely a, B-és y pontjának 
a képe rendre az u tengely 0, l, co pontja. Ha c. c 8 € y (miként 0 — 1 — oo), akkor — 
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a szögtartásnak megfelelően — az Im z 5 0 felső félsík az Im w — 0 felső félsíkra képző- 
dik le; ha viszont a 5 B 5 y, akkor az Imzz 0 felső félsík az Im wc 0 alsó félsíkba 
megy át (51. ábra). 


Az említett előírásoknak megfelelő (0, NYNI NN 
1, w, 20) — (a, B, z, y) — (kettősviszony-inva- XNNNNNT pa p"8 
riáns) alakú lineáris törtfüggvény nyilván elő- a 8— 7 0 1 — 
állítható o 1 —e f.) úf 
2 az kb 152) NNNNA XN NNNSN 
BE ez rd ( 17. 4. VAL 
alakban, ahol az a, b, c és d valós számok. Az 51. ábra 


ad — be 5 0 esetben a felső félsíkok egymásra, 
az ad — be a 0 esetben pedig az alsó félsíkokra képződnek le, annak megfelelően, hogy 
a z — x valós tengely mentén a lokális elforgatási mérték 


zs lBó 6 zrée psarttálkszásde 


(arc W)x s ac ——  — (15b) 
(cx AJ? Ny, hs ad — be — 0. 


Vv", Inverz pontok invarianciája, 1. A zo középpontú, R sugarú G 
körre nézve inverzeknek nevezzük a kör valamely sugarán és ennek meghosszabbításán 
elhelyezkedő z és € pontokat, ha ezekre nézve 


12—2911£— 29]— R?. 
(16) 


Kiegészítésül, a z — 29 középpont 
inverzének a € — oo pontot tekint- 
jük, és megfordítva. Az 1. § b) ő) 
III-ban a 29 —0 és R— 1 spe- 
ciális: esetre tanult inverziós szer- 
kesztés az általános esetre is érvény- 
ben marad. 

27. Szerkesszük meg a G kör- 
vonalra nézve inverz 2 és C pontokra 
illeszkedő C; körsereget (i — 1, 2, .. .)! 
A z, pontból a C; körökhöz érin- 
tőt húzva, és az érintési pontokat 
rj-vel jelölve, írhatjuk, hogy (52. 
ábra) 


52. ábra 12z—29]]1£— 20] — 
—]ri— 29]3, ((— 1,2,...) (17a) 


minthogy — ismert geometriai tétel szerint — a kör ugyanazon pontból vont szelője két 
szeletének szorzata és érintője hosszának négyzete megegyezik. A két egyenletet összevetve, 
látható, hogy 


IT1—29]1—R, (17b) 
vagyis az érintők hossza megegyezik a G kör sugarával. A G kör tehát átmegy a Tr; pontokon, 
és ott nyilván merőlegesen metszi a sugara által érintett C; köröket. 3 

3-. Fordítva, legyen a z és a pontokra illeszkedő C; körsereg a G-re merőleges. Akkor 
az e pontokra illeszkedő egyenes — mint a C; körsereghez. tartozó elfajuló kör — szintén 
merőleges a G körre, azaz átmegy annak za középpontján; A G és a C; körök metszés- 
pontjait r;-vel jelölve írhatjuk a C; körök Ir; — zo] — R érintőire, valamint [z —.29] 
és I c — 29] szelőre vonatkozólag, hogy - 

12z—201I12—20]1— R?. 
Eszerint a z és a Z pontok inverzek a G körre vonatkozólag. 
12 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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Ha a z és a C pontokra illeszkedő C; körsereg speciálisan egy E egyenesre merőleges, 
akkor a z és a Z pontok ezen E egyenesre vonatkozólag lesznek inverzek. 

Az egyenesre vonatkozó inverzió nyilván azonos az egyenesre vonatkozó közönséges 
szimmetriával. 

47. Alkalmazzunk lineáris törtleképzést a G körre, a ránézve inverz z és T pontokra, 
valamint az utóbbiakra illeszkedő (s így a G-re merőleges) C; körseregre. 

Ezek a leképzés során rendre valamely G" körbe (egyenesbe), bizonyos w és o pontokba, 
valamint az utóbbiakra illeszkedő (és a szögtartás miatt G"-re merőleges) C" körökbe mennek 
át. Így — a fentebbiek szerint — a w és w pontok a G" körre (egyenesre) vonatkozólag 
inverzek. Az inverz viszony tehát a lineáris törtleképzéssel szemben invariáns. 


Példák 
1. — Állítsuk elő az 


zs 22 — 5 
— 3244 


1 
BIME B) w 


függvényeket egyszerűbb leképzést megszabó függvények láncolataként, 
Megoldás. A) Az I" 2" szerint 
1 
z xi 


w, — 


w — W. 


B) A II" 2" szerint, a kijelölt osztást elvégezve, a 


9 23 
— (22 — 5 : 4.) sm — 2 
(EBA LE 3 38219 
t22t2 
Asz sss 
— 23 


3 
alakot kapjuk, amely felbontható a 


1 
£—3(B8z44), 0-7, w— 


4919 
l 
19 
49 

e 


láncolatra. 


1 — 
2; Mutassuk meg, hogy w —i 1 leképzés a z sík 


A) x—0, B) y—0, D) y—2x, OC) 2— ei 
egyeneseit, illetve körét a w sík köreibe vagy egyeneseibe viszi át. 
e sal —iy 0 AAN 4 i(5— arctgy) 
Megoldás. A) w(0,y) —i Í — side iarcígy ez ; 
ÉN EBET 


pedig — az y tengelyen felfelé haladva — negatív körüljárási értelemmel. Eszerint a 
Re z — 0 bal félsík az Io ] 5 1 körkülsőbe megy át (bal oldali tartományok). 


egységkör, még- 
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B) w(x, 0) — 11 


lefelé haladó befutással. Eszerint az Imz 5 0 felső félsík a Rew — 0 jobb félsíkba 
megy át (bal oldali tartományok). 


5 ; a v tengely, mégpedig — az x tengelyen jobbra haladva — 


g , 2 

; . 1 — eig . el2e— 2 p 

19 été —————— ez te [///--- —.r 

C) wtkeiF) ig ha gt i E SET íg 5; 
e?3e 23 


az u tengely, mégpedig — a z — ei" pozitív körüljárása esetén — jobbra haladó befu- 
tással. Eszerint al z] — 1 körbelső az Im w — 0 felső félsíkba megy át. 


1—x—2ix : fsszns NÉ (1 4 x — 2ix) 


22) —i— EZ Badssüt stb 
SEL ÁÜKLA EZÉS BETETTE SETÉT TxRx 748 
. i(1 — 529) -- 4x 
(1.4 2) 4x ; 


3. Határozzuk meg azon lineáris törtfüggvényeket, amelyek a z, -£ z, pontokhoz 
rendre a wy -£ wa, pontokat rendelik, 


Megoldás. A IV"-ben mondottak szerint 
az kb az, 3- b .. (ad — bo (z — z) 
czkd czikd (cz -- d) (czy -- d) " 


ti zzgi Wi egz 
és. hasonlóan 
az -k b aza tb es (ad — bo (z — z9) 
czktd  czokd  (zthdccztdt 


E növekmények hányadosa 


W — w, — 


w—wi  czakdz—z 5 29--ö z— zi 


gr ÖL elől Szél 
w—ws czakdz—za 24-EŐ 2—Zzg Zsa za 


ahol k nyilván tetszőleges komplex állandó. E függvénysereg nyilván a keresett. 


Ha speciálisan w — 0 és w, — co, akkor (tetszőleges ws — f(z5) kiegészítéssel) 


w—cs wzs—0 Ze Za aZ] 
azaz 
29—2, 2—Zz Z—Zz 
w — wz 2 EARZSB r A 
Zo 242. Za 2— Za 


ahol tehát k tetszőleges komplex állandó. 


4. Legyen a w — f(z) lineáris törtfüggvény és a z pont mozogjon egy, a Z1 — Zz 
húron nyugvó köríven; igazoljuk, hogy ekkor a w pont a w, — we, húron nyugvó 
köríven mozog. 

12" í 
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Megoldás. Az előző példa szerint a wy — f(z1) és a w, — f(z.) összerendelést 
megvalósító lineáris törtfüggvények 
w—w p2—2 
wW — wa 2-2; 


alakúak. Ha a z pont az említett köríven mozog, akkor — a kör kerületi szögeire vonat- 
kozó elemi tétel értelmében — 


z— zi 
arc ——— — arc (z — zy) — arc(z — z.) — a — const, 
— 2; 2 
következésképpen 
w — w 
arc 58 — arc (w — w) — arc (w — wo) — 2 -- a — const, 
kez 2 


ahol z — arck, tehát a w valóban az említett köríven mozog. 


5. Állapítsuk meg az alábbi összerendeléseket megvalósító lineáris törtfüggvénye- 
ket: 


A) f(—1) — 0, f(i) — 2i, f(1) — 4; 
B) (1) — 0, f(i) — 1, f(—1) — co. 
Megoldás. A IV"-ben tanultak szerint járunk el. 


LES VÉRÉT EETK EÁNT a LÉRE BE! kése sg átl 
ÉT ES ET TETT ze álzntél 


A, 22-i zd 


vagy normálalakban w — — 2(1 -- D—TGI E leképzésa  zj —1 körkülsőt 


ia 3 27 
a]lw— 2] 5 2 körkülsőbe viszi át. 


E a ESO zek dé 


8) w— o 1l1—c RETEK Vál tását li 
azaz 
j 1 
w-—0 1— 00 00 ZA SZA ,z 1 
TRBAET ERSTE ENC TNÉKÉEE ZT 4 


E leképzés — mint már a 2. példában is láttuk — a]z] 1 körbelsőt az Inmw 50 
felső félsíkba viszi át. 


6. Keresendő az Imz 50 felső félsíknak az Im w 50 felső félsíkra való olyan 
w — f(z) konform leképzése, amelynél 


A) f(c2) — 0, f(0) — I, f(1) — oo; B) f(a) — 0, f(8) — 1; f(y)y— oo, ahol 
a, B; y valós ésa CL BZ 
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Megoldás. A kívánt leképzést megvalósító lineáris törtfüggvény — a IV" 2" 
szerint — 


A w-0 si szg UT kn éne : asta 

AE ZEsger ZEák KESGággge Teszt HANME E, EME TOGO SSL ES 
—-0 1—0 — — 7328 jó 

B) Bé s elozi sagdE ja iga azaz ESÉS zt 
w—co 1—co 2—9gy B-Yy B—a 2—y 


A IV" 5"7-vel összhangban e függvények együtthatói ésaz ésad— bc 50, 
7. áss ségét meg a 


zZ— : 5 
w—-?— "lineáris tört- 
2Z—Zz 
függvény megszabta le- 
képzést. 


Megoldás.  Állapít- 
suk meg a w sík Ü — 
—arcw -— const és a 
e—]w] — const polár- 
koordináta-hálózat kon- 
form képét a z síkon. 

Aw-0Oésa w — 
— co pontoknak a Z), 
illetve a z2 pontok, a 
Ü — arc wW — const suga- 
raknak (mint a w—0 
és a wW — co pontokra 
illeszkedő köríveknek) a 
Zz, és a za pontokon át- 
haladó körívek felelnek 
meg — a lineáris tört- 
függvény megszabta le- 
képzés körtartó tulajdonsága következtében. (53. 
ábra). Ez utóbbi körökre nézve a 


21 


z 
0 — arcw — arc - — arc (z — 21) — arc 


Za 


pas I 
(z — 29) — py — p; — const egyenlet a z4 Z. ívre 
támaszkodó kerületi szögek jól ismert állandósá- 
gát juttatja kifejezésre. 

"Továbbá, minthogy a w — 0 és a w — co 
pontok inverzek a o — ] w ][ — const körvonalakra 
nézve, ezeknek — az V" 4" értelmében — olyan 
körvonalak felelnek meg, amelyekre nézve a z4 és 
a Zs pontok inverzek. Ez utóbbi, ún. APOLLONIUS- 
féle körökre nézve — a 


53. ábra 


12-62. Tr: 
e—]w]—! 1] — 1! — const 
Ji 


h2— Ze Ta 


egyenlet értelmében — a z; és a z, pontoktól mért rádiuszvektorok hányadosa állandó. 
128 
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A z síkon így nyert két körsereg — mint a w sík polárkoordináta-hálózatának 
konform képe — egymásra merőleges. 
8. — Határozzuk meg az Im z 50 felső félsíknak a I w] — R körbelsőre való olyan 
w — f(z) konform leképzését, amelynél f(zo) — 0 és arcf (zo) — a, megjegyzezve, 
hogy Im 29 — 0. 

Megoldás. Az V" 4" értelmében az f(zo) — 0 mellett az f(zo) — co összerendelés is 
fennáll, lévén a z és a zy pontok az Im z — 0 valós tengelyre, a megfelelő w — 0, 
illetve w — co pontok pedig az ] w ] — const körökre nézve inverzek, 


A 3. pl. értelmében a keresett lineáris törtfüggvény 


Z — 2 


w-k - 
z —2y 


/ 
alakú, ahol k — ky eik egyelőre ismeretlen állandó. 
A k megállapítása céljából érvényesítsük az [f(9dI1—R és az arcf(z)—a 
előírást: , 


vő Ix — 29] 
KÁRT ÉB] [eésa —]kj—k—R, 
arc f(z)) — arck EY) net eg ES eze Ete 
net (z — 299 [oz 99 2 
A keresett függvény tehát 
w — Rellet3) .2— 20 
z— Zo 


Az 54. ábrán feltüntettük az Im z 5 0 felső félsík 


E dogatább 1) se ]2— 201 
arc — — const és / — ! — const 
Z — 2 [2— 29] 


egyenletű két merőleges körseregét mint az ]w! CT R körbelső polárkoordináta- 
hálózatának konform képét, 

Példánk egyúttal a konform leképzés elméletének ismert alaptételét is szem- 
lélteti. § 5 
9. Határozzuk meg az Iz] CT R körbelsőnek az ] w]-— 1 egységkör-belsőre való 
olyan w — f(z) konform leképzését, amelynél f(z) —0 és arc f (zo) — a; megje- 
gyezve, hogy [zo [d R. 

Megoldás. Az V" 4" értelmében a zg pont Iz] — R körre nézve inverz R?/z, 
pontjának a w— 0 pont] w] CT Ikörre nézve inverz w — co pontjába kell lekép- 
ződnie. 

A 3. példa értelmében a keresett lineáris törtfüggvény 


183 
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— kh 2— 20 zZ—Zzj 
BT TET IRB TA RIGZZ 
z — — 
Za 


alakú, ahol k — —k, z, — kg ei" egyelőre ismeretlen állandó. 
A k meghatározása céljából érvényesítsük az I f(Reiv) 


7-1 és az arc fz) —a 


előírást: 
jet e RÉRZE ge a jeg] R—zgerir [I kV 
IKRYY ZTE eaz nee teéli z] HZZ,Üt -]ÍR]7 
si BEZONY ak Fée én sat e 
arcf (2) — arck (RZZ 2 e ATC 55; ne 


A keresett függvény tehát 


55. ábra 
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Az 55. ábrán feltüntettük az ! z ! — R körbelső 


Z—Zzg FZERE SE E zá) j : elln 
arc R2 — const eés AES Rz —-— const 
E ee át j E: e ert í 
Zp ] Zg ; 


egyenletű két merőleges körseregét mint az Í w] C 1 körbelső polárkoordináta-hátó- 
zatának konform megfelelőjét. 

Példánk szintén jól szemlélteti a konform leképzés elméletének alaptételét. 

Az R — 1 speciális esettel már korábban megismerkedtünk. 
10. — Határozzuk meg az Iz] 51, J2—1] C 5/2 körgyűrű-tartomány egyrétű 
konform leképzését az 1:— ] w] I R körgyűrű-tartományra. R — ? 

Megoldás. Keressük először az említett körök középpontjain átmenő egyenesnek 
(vagyis a valós tengelynek) azon pontjait, amelyek mindkét körre nézve inverzek. Ezek 


abszcisszáiít —x a 0 és —y I 0 módon jelölve, nyilván a következő egyenletrendszer- 
nek kell fennállnia: 


25 
xy—1,; (1--x)(1-- 9) ET (ahol x — 1). 
Megoldása 
25 
ll EE ZEE 


a 4-9 [145] — x 


17 
2—-—x415-0 


részletszámítás után 


1 1 
a—- Ti eszét ssal (x.— 450. 
A keresett pontok tehát zy — —1/4 és 1/z, — —4. 
Az]z] 51 körbelsőt — az f(—1/4) — 0 és az f(—4) — co összerendelés mellett 
— azjw] C1 körbelsőre leképező függvény — az előző példa értelmében — 
pa EA a ea Az HI 
1 7- z2/4 47-z 


alakú, ahol a — arcf/(—1/4) tetszőlegesen előírható. 


Behelyettesítve az ! z — 1] — 5/2 kör valamely pontját, pl. a z — 7/2 pontot, 
kapjuk, hogy 


has 
j Éezáj öezjés 15 
Fejezze őz 
szösz gác tát Teát TŰ 


vagyis az 1C]w] CT R körgyűrű keresett külső sugara R — 2. 
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az 3 b 
cz Hd 
pontjait, és ezek felhasználásával írjuk fel függvényünket normálalakban. 

Megoldás. E pontok, amelyek a leképzésnél önmagukba mennek át, nyilván a 


11. Állapítsuk meg a w — függvény megszabta leképzés helyben maradó 


az -- b 8. 
Ezt ME -b—0 
Esés o a? azaz ez 3- (d— a)z —b 
másodfokú egyenlet gyökeiként adódnak. Ezek: 


. a—d- V(a— da abe 


"2 1KHiaai 


2c 


E pontok összeesnek, ha D — (a — d)? -- 4 bc — 0, viszont D -£ 0 esetén különböz- 
nek egymástól, 
Az f(z1) — zi és az f(z2).— za összerendelést megvalósító lineáris törtfüggvény — 
mint tudjuk — 
WZ TSZ Éj 


K 


w — Za 2Z—-Z, 


, 217 22 


alakban írható. Ez függvényünk normálalakja. A K állandó értéke könnyen kifejezhető 
az eredeti együtthatókkal, mégpedig 
8Z 1 site Z1 Já? e Zo 


K — — 
w—zoz—z, 


b 

, f (0) sz d 
figyelembevételével 

0a44—[a—98r ebe 

— atdrVa— grab 


módon. Ha speciálisan z, — oo, akkor 


w — z, — K (z — z)), Kö. 


Ha a K valós és pozitív, akkor a szóban forgó leképzést hiperbolikusnak mond- 
juk; K — els, a -£ 0 esetén elliptikus, végül K — r eis, a -£ 0, r -£ 1 esetén loxo- 
dromikus leképzésről beszélünk. 


b) Magasabb fokú racionális egész- és törtfüggvények 


a) A másodfokú IT. A z sík (felső) felének leképzése 1. 
Téáy Ún) Aw-udiv.-—oe?és az—xi3iy—reir algebrai, 

sú illetve exponenciális alakok bevezetésével a 
w:z 28 . (1a) 


komplex egyenlőség az 
u—x—y, v.-2xy, (1b) 
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illetve a 
e — r, Üss 2p (1c) 


két jkoze egyenlőség alakjában írható. Kiegészítésül írjuk elő, hogy w(co) — oo. 
". Vizsgáljuk meg a kölcsönös egyértelműség (más néven egyrétűség) kérdését, 
A s. — 23 egyenlőségből nyerjük z, —£ z. esetén, hogy 


227 —2y (2) 


vagyis az ellentett z értékhez megegyező w értékek tartoznak. 

A w — 2? függvény (leképzés) tehát a z síknak csak olyan T tartományában lehet 
kölcsönösen egyértelmű (egyrétű), amely ellentett (az O origóra nézve szimmetrikus) 
pontokat nem tartalmaz. 


3". Ilyen tartomány pl. az y 50 (vagy 0.CrC oo, 0€cpd a) felső félsík; 
ezt a w — 2? leképzés a pozitív valós féltengely mentén bemetszett w síkba viszi át. 
A bemetszés felső partját az y — 0, x 50 pozitív valós féltengely képének tekintjük, 
alsó partját pedig az y — 0, x — 0 negatív valós féltengely képének. 

Ilyen tartomány továbbá pl. az y — 0 alsó félsík, az x 50 jobb félsík, az x 7 0 
bal félsík, sőt bármely y — m x ferde félsík vagy ezek valamely résztartománya stb., 
minthogy ezek ellentett pontokat nem tartalmaznak. 

4. A w — 2? leképzés — a z —0 és a z — co pontok kivételével — mindenütt 
konform, lévén z 5£ 0, 5£ co esetén w" -£ 2z -£ 0, — co." 

Az — Oésaz — co helyeken — mint könnyen ellenőrízhető — az ívelemek hajlás- 
szöge kétszeresére változik a leképzés során, tehát e helyeken a leképzés nem szög- 
tartó, s így nem konform. 

5". Vizsgáljuk meg részletesebben az y — 0 felső félsík leképzését. 

Az (x tengellyel párhuzamos) y — y, 5 0 egyenesek képei nyilván a 


v — 4y0 (u-t yó) 8) 


egyenletű parabolák; paraméterük p —2y;, fókusztávolságuk pj2 — y5 — —un 
tehát közös fókuszuk az O origóban van. Ha az x nő, vagyis az pont az egyeneseken 
balról jobbra halad, akkor a v — 2x yy is nő, vagyis a w pont a parabolákon alulról 
felfelé mozog. Az ya 5 0 esetben u — x?, v 0, vagyis a pozitíve befutott x tengely 
képe a pozitív u féltengely menti bemetszés két (mégpediz a negatíve befutott alsó és 
a pozitíve befutott felső) partja. 


Az (y tengellyel párhuzamos) x — xy -£ 0, y 5 0 félegyenesek kelet nyilván a 
v? — 4x3 (xi — u) (4) 


egyenletű (s a fentebbiekre merőleges) parabolák; paraméterük p — 2x3, fókusz- 
távolságuk Dp/2 — xő — ug, tehát közös. fókuszuk szintén az O origóban van. Ha az y 
nő, vagyis a z pont a félegyeneseken felfelé mozog, akkor a v — 2y xg is nő abszolút 
értékben, vagyis a w pont a parabolákon az xg 5 0 esetben felfelé, az xy a 0 esetben 


§ L. bővebben a 2. §. f) a) 1. példában. 
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pedig lefelé halad. Ha xy — 0, akkor u — —y?, v 0, vagyis a (pozitíve befutott) 
pozitív y féltengely képe a (negatíve befutott) negatív u féltengely. 


Az— rel, 0 € pa m felső félkör képeaw—oe?,o0—r?, 0€c0—2pc2n 
egész kör, a w — r? pontjában elmetszve; így a z — r pont képe az elmetszés felső part- 
pontja, a z — —r ponté pedig alsó partpontja. 


II". A függvény RiEmans-felülete. 1. Haa T tartomány túlter- 
jed az említett félsíkokon, azaz tartalmaz ellentett pontokat, akkor a w — z? leképzés 
kölcsönös egyértelműsége (egyrétűsége) megszűnik, mert a félsíkon túlterjedő rész- 
tartomány képtartományában minden w ponthoz két különböző (ellentett) z pont 
tartozik. Ha pl. a T tartomány az egész z sík, akkor — a w — 0 és a w — co pont 
kivételével — minden w — r? efiv pontnak két ellentett pont, az — re? és a z — 
—reietn pont felel meg. E körülmény olyan következményekkel jár, amelyek 
kölcsönösen egyértelmű leképzésnél lehetetlenek; pl. a z — ei", 0 c p  x (nyílt) 
félkörív képe a w — ei, 0 — 2p — 27 (zárt) körvonal. 


2". Az említett és egyéb kétértelműségek. zavarok kiküszöbölése céljából módot 
keresünk arra, hogy a w — 2? leképzés az egész z síkon is kölcsönösen egyértelmű 
(egyrétű) maradjon. Ez elérhető az ún. Rizmanw-felület bevezetésével. 


Megállapodunk abban, hogy két (R; és R, jelű), fedésben levő koordináta-rendszerű, 
a pozitív u féltengely mentén bemetszett (b.1, b.) w síkot képzelünk egymás felett. 


Az R, sík a z sík felső felének képsíkja, az R, a z sík alsó feléé. 


A w — 2? függvénynek a negatív és a pozitív 
x féltengely menti folytonosságát biztosítandó, 
abi és a b, bemetszés partjait keresztben (vagyis 
b. bor: boa — bir módon) összeillesztjük egy-egy 
félegyenes segítségével. E két félegyenest — noha 
egybeesnek — egymástól különbözőnek fogjuk te- 
kinteni, kivéve a w— 0 és a w — co pontjukat, 
Az így szerkesztett kettős síkot (R) a w — 2? 
függvény (kétlevelű) Rizmasn-felületének ne- 56. ábra 
vezzük (56. ábra). 

3". A w — 0 és a w — co értékhez csak egy-egy z érték tartozik, mégpedig a z — 0 
és a z — co ; ennek megfelelően a w — 0 és aw — co pontokat az R) és az R;, sík közös 
pontjainak tekintjük, és a RiEMANNn -felület elágazási pontjainak nevezzük. Minden 
más w értékhez két különböző z érték és ennek megfelelően az R, és az R, sík két 
fedésben levő, különbözőnek tekintett pontja tartozik. 

Ha a z pont az O origót egyszer körüljárja, pl. a H 2z1— r körvonal mentén, 
ugyanakkor a w pont az 2 origót kétszer kerüli meg ! w ; — r? körvonal mentén. A 
felső félkör képe az R), síkbeli kör, az alsó félköré az R, síkbeli kör, amelyek — az R, 
és az R, összeillesztéséről mondottak szerint — egyetlen, önmagát nem metsző, zárt 
görbét alkotnak. Ugyanez mondható a z — co és a wW — co pontok viszonylatában. 
Az elmondottakra való tekintettel a w — 0 és a w — co elágazási pontokat másod- 
rendűeknek nevezzük. 


4". Összefoglalólag megállapíthatjuk, hogy a w — 22 függvény a teljes z síkot 
kölcsönösen egyértelműen és folytonosan képezi le a (most ismertetett)  kétlevelű Rix- 
MANN-felületre, 
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B) Az n-ed fokú 29 27 § nil 
hatványfügg- Tés A; km Carczc(kr za szektor lekép 


É ÉPSg 
ss SRL zése. 1. A w — z? (n pozitív egész) komplex függvény 


egyenértékű a 


0e9—r, 0—nop 
két valós függvénnyel. 
2". A leképzés csak olyan T tartományban lehet kölcsönösen egyértelmű, amelyek 


27 
; ikT ; 8 B ő 
nem tartalmaznak z, és 22 — 21e "? pontpárokat; ui, ezekre és csakis ezekre 27 — 27. 
Ilyen tartományok pl. a 


2 2 
köz arzckt Dá k—0,1....n—1 


szektorok; mindezeket a pozitív valós féltengely mentén bemetszett w síkra képezi le 
a w — z" függvény. 

3... A w — z" leképzés mindenütt konform, kivéve a z — 0 és az — co pontokat, 
Ez utóbbi helyeken az ívelemek hajlásszöge n-szeresére nő a leképzés során. 

II. A függvény Rizmans-felülete. 1. Képzeljünk most n darab 
(R1 R2 . . ss Ra jelű) fedésben levő, koordináta-rendszerű, a pozitív u féltengely mentén 
bemetszett (bi, ba; . . ., ba) s ott bi, — bor; beg — Dar; . - s bka — Dxsafs tt es Dbna — bij 
módon (n darab, a w — 0 és a w — co pontjaik kivételével különbözőnek tekintendő 
félegyenes által) összeillesztett w síkot égymás felett; ez a w — z"? függvény n levelű, 
a w — 0 és a w — co helyeken n-ed rendű elágazási ponttal rendelkező RiIEMANN- 
felülete. 

2". A w— zn függvény a teljes z síkot kölcsönösen egyértelműen és folytonosan 
képezi le a RIEMANN -felületre. 


y) ZSUKOVSZKI5-féle I. Az egységkör-belső (-külső) lekép- 
w—-— (2412 zése. 1", Vizsgáljuk a 
függvény 1 1 
w-5 [215 (1) 


leképzést először a kölcsönös egyértelműség szempontjából, A z, -£ zs esetben a függ- 
vényértékek egyenlőségét kifejező 


1 L 
Z1 ZÁS SÉKEL azaz (z, — 279) 
1 2 


1 
1-7]? (2) 


egyenlet csakis akkor. teljesülhet, ha z, z, — 1, azaz ha z, és z, egymás reciproka. 
Leképzésünk tehát csakis olyan T tartomány esetén kölcsönösen egyértelmű, amely 
nem tartalnaz reciprok pontokat, vagyis ott zy 22 -£ 1. 

A reciprok pontok — mint tudjuk — egymás tükörképei az egységkörre, majd a 
valós tengelyre vonatkozó kettős tükrözésnél. Ennélfogva az egységkörnek mind a 
belseje, mind a külseje eleget tesz a z, z, -£ 1 követelménynek (de maga az egység- 
vonal nem !). 
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"Továbbiakban szükségünk lesz az (1)-gyel egyenértékű 


1 1 


1 ú Ar ie 
ng rt ő] 50 vegi rozjánn vé 


valós függvénypárra. 

27". Tanulmányozzuk most az zi C1 egységkör-belső leképzését. 
Aziz] — ra 1 egyenletű és pozitíve befutott körök a (3) szerint az 

ém  v 1 

7 dat: kes dee: 


15] b—— 5]r—-] (4) 


egyenletű, közös c — [d — b — 1 fókusztávolságú és negatíve körüljárt ellipszisekbe 
képződnek le (57a. ábra). 


57b. ábra 


Ha r — 0, akkor a 6 co, b S cs és a — b — r — 0, tehát az ellipszisek egyre 
növekednek, és mindinkább körhöz hasonlítanak. 

Ha r 6 1 — 0, akkor a — I, b 5 0, vagyis az ellipszisek mindinkább az u tengely 
[—1,1] szakaszára zsugorodnak, Leképzésünk tehát az !z] CT 1 egységkör-belsőt 
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kölcsönösen egyértelműen az u tengely [—1,1] szakasza mentén bemetszett w síkba 
viszi át. Í 

Magának az] z ]/ — 1 egyenletű és pozitíve befutott egységkörnek a negatíve körül- 
ját —1 c u c 1 bemetszés felel meg. A z — 3-1 helyben maradó pontpár, Ezek a 
(2)-ból következnek. 

A (3)-ból az r-et kiküszöbölve, az 


mm va 


sz gr a—]cosp], 5b—-]sinol (5) 
egyenlet adódik. Eszerint az Iz] — r körseregre merőleges arcz— p sugársor a 
fentebbi ellipszisseregre merőleges, közös c — pa? -- b2— 1 fókusztávolságú hiper- 
bolaseregbe megy át. 

3". Vizsgáljuk most az Iz] 51 egységkör-külső leképzését. Az : z  — 
—r 51 egyenletű és pozitíve befutott körök — a (3) értelmében — az 


1 1 1 őr 1 
eszt úr: éri (6) 


féltengelyű, közös c — [/d2 — b? — 1 fókusztávolságú, és pozitíve körüljárt ellipszi- 
sekbe képződnek le (57b. ábra). 

Ha r — 1 -- 0, akkor a — I, b — 0, tehát az ellipszisek mindinkább az u tengely 
1—1, 1] szakaszára zsugorodnak. 

Ha Tr — oo, akkor a 5 co, b 5 cz és a — b — I/r 6 0, vagyis az ellipszisek egyre 
növekednek, és mindinkább körhöz hasonlítanak. Az (1) leképzés tehát az Iz 51 
egységkör-külsőt kölcsönösen egyértelműen az u tengely [—1, 1] szakasza mentén bemet- 
szett w síkba viszi át. 

Maga a pozitíve befutott ] z] — 1 egységkör a pozitíve körüljárt — 1Sus1 
jemetszésre képződik le. 

ID. Afüggvény Rizmans-felülete. 1". A fentiek alapján megálla- 
píthatjuk, hogy az (1) leképzés csak akkor válik a teljes z síkon kölcsönösen egyértelművé 
és folytonossá, ha a w síkot egy kétlevelű, a — l 5 u 1 szakaszon bemetszett, a 
bemetszések partjain két (különbözőnek tekintendő) egyenesdarabbal keresztben össze- 
illesztett, a z — 3- 1 másodrendű elágazási pontokkal rendelkező RiEmans -felülettel 
helyettesítjük. Ez geometriailag megegyezik a w — [/22—1 függvény  RIEMANN- 
felületével, de ez utóbbi a z sík helyett veendő. 

Az (1) függvény w — z 3- [22 — 1 inverzéről a 3. § c) y)-ban emlékezünk meg. 


Példák 


1. Tanulmányozzuk a körív-külsőnek körkülsőre való konform leképzését. 
Megoldás. E probléma fontos szerepet -játszik a repülőgép szárny-elméletében. 


Tegyük fel, hogy a z sík ÁB körívének külsejét (58a. ábra) kell leképezni a w sík 
C körének külsejére (58d. ábra). 
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Első lépésben az sík A B kör- 
ívet — a Ü(2)—0 és a £(—2) — 
— co összerendelést megvalósító 


lineáris törtfüggvény segítségével 
— a £ sík AB sugarára képez- 
zük le (58b. ábra). Minthogy 


t2j(6 4 j 
arc( (2) 7-7 arc GxgDDY i ez 
7 iz—2 
1 Szá 
S REG 0, 58. ábra 


vagyis a lokális elfordítás mértéke a z — 2 helyen zérus, ezért az A B sugár hajlásszöge 
a negatív valós féltengelyhez képest a — 2 arc tgA (kerületi és középponti szögek, 
merőleges szárú szögek !); itt z, — 2hi az AB körív orompontja. 
Második lépésben a w síkon adott C kör külsejét — az o(1) — 0 és az w(—1) — co 
összerendelést megvalósító 
i w—-l 
0) — —— 
w 1 
lineáris törtfüggvény segítségével — leképezzük az w síknak az A B sugártól és meg- 
hosszabbításától balra levő: felére (58c. ábra). Minthogy 


1 
l szarcs —0, 


arc w (1) — arc 
(Ok Dzs 2 


ezért az A B sugár hajlásszöge a pozitív valós féltengelyhez képest 
B: 5 — arc tgh; 


itt z,— hi a C kör középpontja. ; 
Utolsó lépésben az w sík most említett felét — a 


tat 
hatványfüggvény segítségével — a € sík azon sugarának külsejébe képezzük le, amely 
a pozitív valós féltengellyel 28 — rt — 2 arctgh — s — a szöget zár be. E sugár tehát 
egybeesik a £ sík fentebb említett A B sugarával. 

Az így nyert 
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függvényláncolatból összetett függvény 


alakban, vagy a 


(w — 12 (z 4 2) — (w h132(z—2) — —4zw14(w? 1) —0 


átalakítás után 


1. -. ; 1 —. z 
zZ — w-k 7 invertálva pedig w — gy (z 4 Vz? — 4) 


alakban írható. Ebben — az 1/2 faktor híján — ay)-ban tanulmányozott ZsuKovszkij- 
féle függvényt ismerhetjük fel. Ez létesíti tehát a kívánt leképzést. 

Szerkesszük meg most a w síkon azon C" kört, amely a C kört a B — 1 pontban 
érinti, az 58d. ábrán látható módon; itt da két körközéppont távolsága. A Zsu- 
KovszKkIJ-féle függvény a w sík a C? körét a z sík bizonyos zárt C"? görbéjére képezi le, 


amely magába foglalja az A B körívet, és azt a B — 2 pontban érinti, tehát ott csúcs- 
pontja van (58a. ábra). Az így nyert görbét Zsukovszxij-féle szárnyprofilnak nevezik. 
E szárnyprofilok alakja két paramétertől függ, nevezetesen a fentebb szerepelt 


59. ábra 


h-tól és d-től. A h a szárnyprofil görbültségét (bolto- 
zottságát), a d pedig vastagságát befolyásolja, 

Később még lesz szó a Zsukovszkij-féle szárny- 
profil sajátságairól és aerodinamikai alkalmazásairól, 
2 Határozzuk megaz]z] CC 1, Imz 50 fél kör- 
delsőnek az Im w 5 0 felső félsíkra való konform lekép- 
zését. 

Megoldás. A z sík AC félkörívet — az w(—1) — 
— 0, w(1) — co összerendelést megvalósító 


.. 2F1 
KZT] 


lineáris törtfüggvény segítségével — az w sík negatív 


gépzetes féltengelyre, a félkörív Á C átmérőjét pedig a 
negatív valós féltengelyre képezzük le (59. ábra), 
amint azt számítással könnyen ellenőrízhetjük. Ily 
módon a z sík említett fél körbelsője az w sík s 2 arc 
6 a 37/2 negyedébe megy át. 


Ezt követőleg a w — 0? leképzéssel az o sík harmadik negyedét a w sík felső felébe 
(27n — arcw 2 8m) visszük át. 


Az így nyert 
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függvényláncolatból összetett 


függvény létesíti tehát a kívánt leképzést. 
Könnyű ellenőrízni, hogy — más normálással — a 


ha 1 16r 
WS Eg zt 3) 
függvény is megvalósítja a szóban forgó leképzést. E két leképzés kapcsolata 
z Xilé 
Vész zi Sőt 1 
jöt Beer Szer e zá THE 2-4] 
[ei] 


értelmében lineáris törtfüggvény- 
nyel adható meg. 


3. Tárgyaljuk bemetszett egy- 
ségkör-belsőnek —— egységkör-bel- 
sőre való konform leképzését. 


Megoldás. Rekesszük ki az 
Iz" c1 egységkör-belsőből a 
te", 1—hstal egyenes 
darabot (60. ábra). Fordítsuk el 
most e tartományt a z, — e-isz 
leképzés útján —a szöggel, majá 
alkalmazzuk rá a 


leképzést, amelynek során az y, — 0, —1 — x, — 1 — 2h, bemetszéssel ellátott síkot 
kapjuk, lévén 


1 1 hi 
fell —b zz[1—h4 jel tars tb őh 
További 
gt 
FE aDÉT BÁ BZi 


lineáris transzformációval az előbbi bemetszés az y, — 0, — 1 — xs, — 1 metszékbe 
megy át. 

Ezután — a w síkról elindulva — az " w! C 1 egységkör-belsőt a z, — ezi" w 
transzformációval elforgatjuk, majd a z5 sík fentebb említett vy—0,—1Sx S1 


13 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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metszékének külsejébe képezzük le a 


függvény segítségével. 
A kívánt leképzést tehát a 


— e-iaz ZEANÉSet VE SZÉ FÖR EN erőrk Pesti SERDÉE SE BE-A AES EDE 
Z1 — , 27 a 1 kj Az KESZ szzlátz] 4 
függvényláncolattól összetett 
eija ; eija 
(1 7 hp) e já lön; - 1 [ező] — 2h 


függvény valósítja meg. 
Ha h G 1, akkor célszerű e függvényt közelítő alakban előállítani, 


ö) Általános racio- 
nális egész- és 
törtfüggvény . 


18 Racionális egészfüggvény (polinom). 
. Általános alakja 


f) —ap haz rt as2i...-k a, zn, 


2", Megemlítjük — igazolást nélkül — a polinom néhány fontos sajátságát. 
Az algebra alaptétele szerint minden n — 1 fokú polinomnak van (legalább egy) 
zérushelye. 
Az alaptételre támaszkodik a következő tétel: Minden n — 1 fokú polinom elő- 
állítható 
f(2) — a, (z — 99 (z—by ...(2— 1 


ún. gyöktényezős alakban, ahol a, b, . . ., l a polinom (általában komplex) zérushelyei, 
a, B, : —A pedig ezek (pozitív egész) multiplicitása, és 


a tHB-...HA—n. 


Más szóval minden n-ed fokú polinomnak n zérushelye van, ha ezeket multiplicitásuknak 
megfelelően vesszük számba. 

Ebből következik e tétel: Ha két n-ed fokú polinom értéke n -- 1 különböző. helyen 
megegyezik, akkor a megfelelő együtthatók megegyeznek, vagyis a két polinom azonos. 


3. A polinom két alakjának 


árzetssz Tv dazt az tapsa té ezglz —zde se (2 Z) 


2 1. pl.:STACHO (M. 9.) 
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egyenlőségéből következik az a, együtthatók és a z, gyökök alábbi összefüggése ; 


dn—1 


ztz.izi égi s- E, 


an 


dn-2 
Z1Z29-tZ1Zz3h st Zn 12 
vé: 


d B, 6. E ME evé AT" RB ar 


a 
Z1Zo...2Z ta (—1)r 27 
n 


Speciálisan f(z) — az? -2- bz 3- c másodfokú polinomnál ismeretesen 


ale 


c 
Z1 3 22 — — —, El EST 


4". Végül megemlítjük, hogy valós együtthatójú polinom minden komplex gyöke 
konjugáltjával együtt fordul elő. Ui. a konjugált komplex gyökökhöz tartozó gyökténye- 
zők szorzata 


(z — 12 (z — 1) — [22— z(173-1) 3-1]? — [22—217.723-8-- 8] 


értelmében valós együtthatójú, a valós gyököknek megfelelő gyöktényezők szorzata 
szintén valós együtthatójú, míg magános komplex gyöktényezővel szorozva, komplex 
együtthatók keletkeznének. 

II", Racionális törtfüggvény. 1. Általános alakja 


— g(2) b9TtbizF...-kbmz7 
si-ás — fö) ajtazt...taz 


Ha m Ez n, akkor R(z2) áltört-függvény, s osztással előállítható egy polinom és egy 
valóditört-függvény (m" a n) összegeként. 
A z, helyet rendre az R(z) zérushelyének, pólusának, megszüntethető szingularitásá- 
nak nevezzük, ha z, csak a g(2)-nek, csak az f(z)-nek, mindkettőnek zérushelye; e 
zérushelyek nyilván mind véges (—£ m, illetve — n) multiplicitásúak. 
. 27. Igazolható" az alábbi számítástechnikai szempontból nagy jelentőségű tétel; 


, 


82) —— bo-biz-k...Fbnz" 


Bármely 


m 2 0.1 BH... An; gíz) 50, k—1,2,...1 


t L. pl. STACHÓ (M. 9.) 
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alakú (valódi, megszüntethető szingularitásmentes) racionális törtfüggvény egyértelműen 
előállítható 


pet A, Ar 1! B; B. 
BENE szg je Nt K svaáki! RSA Mea TI 
L, L, 
Eg ESETERE 


ún. részlettörtek összegeként. 


3". Az A, . . ., La állandók kiszámítására általánosan használható a hatá- 
rozatlan együtthatók módszere, amely lineáris egyenletrendszer megoldására vezet. 

Szintén általános módszer a formális osztás, a (z — z.) (majd a nevező többi gyök- 
tényezője) növekvő. hatványai szerint rendezett számláló és nevező mellett, a negatív 
hatványok tartamáig. 

Bizonyos speciális esetek ben előnyösebb módszer is létezik az A ,, . . ., Lz 
állandók kiszámítására." 

Ha f(2) zérushelyei egyszeresek, azaz 


adi g(2) eleg Ci ! Cs c 
ké) sz (z—z)(z—z)...(2—z) . 2—zr. 2—2 zZ—z 


akkor az állandók 
cz hazát 


fd 
Ha f(2)-nek csak egy n-szeres zérushelye van, azaz 
TELS a EEEN E ge ei 


(z—z)jn  (z—z) (z—z)? 2—z 
akkor az állandók 
ge (29) 


köt ASS 


ke Üsse ei otet 


Ha R(zZ) együtthatói valósak, akkor az f(z) egy (a-szoros) konjugált komplex zérus- 
hely-párjához tartozó részlettörtek 


A, A 
IZŐSERN sz1,2 ja 
(z—agr (2—ag fi a 


alakúak." 

Megjegyzés, E ő) pont anyagát vessük össze majd a 4. §. b), c) és d) pontokéval; 
az itt tanultak ott — a TAYLOR-sor, a LAURENT -sor, a teziduum stb. megismerésével — 
természetesebb megvilágítást nyernek. 


§ L. bővebben sorozatunk A. IV. kötetében. 
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a) Irracionális függvények 


d A. üésszteyőlk I. A reguláris ág főgalma 1. A w—-Vz 
függvény függvény és az alább tárgyalandó w — ja rizs Vale SAR 
(w — V2) függvények — a gyökvonás többértékűségéből kifolyólag 
— a z sík bármely T tartományában többértékű függvények, 
azaz ott minden z értékhez több w érték tartozik, kivéve a 
z — 0 és a z — co értéket, melyeknek csak egy-egy w érték felel meg, ti. a w — 0 és 
a 4 sz öm 


Az a törekvésünk, hogy alkalmas módon kiválasszuk e többértékű függvényeknek 
valamely, a T-ben egyértékű, folytonos és meghatározott deriválttal rendelkező ún. 
reguláris ágát. Igyekszünk tisztázni, hogy milyen feltételeket :kell kielégíteni a z sík 
T tartományának ahhoz, hogy benne a többértékű függvény egy reguláris ága kelet- 
kezzék. 


2". Részletezzük e vizsgálatot a w — Vz függvényre vonatkozólag. E függvény 
mint a w — 2? inverze a teljes z sík feletti, az — 0 ésa z — co helyen elágazó kétlevelű 
RIiEMANN -felületet kölcsönösen egyértelműen és folytonosan képezi le a teljes w síkra. 
Ez úgy értendő, hogy az R, Riemann -levél . 24 — reiri, 0.CrZ co, 0 — pi c 2r 


pontjai a w sík felső felének w, — (2). — e ei?:, 0 — e — Vr a co, 0 0, — 5 szen 


pontjaiba, az R. RIEMANN -levél z, — r eir:, 0 Cr Za 00, 27 CZ p, — pi -- 27 C 4m 
pontjai pedig a w sík alsó felének w, — (V2).— o ei: 0c0— [re ke; 0 € 0, — 
ezi 78 ezi jó -- ax Ca 2 pontjaiba mennek át. Az egyértékű w, — Vre e ki ésa 109" 

re (- te z —wi függvény nyilván a kétértékű w —]/z függvény egy-egy 
éitékét képezi. A z — 0 és a z — c0 elágazási pontban a w — [/z egyértékű, ti. w(0) — 
— 0, és w(co) — co. Az R, és R, összeillesztésénél (a p — 2m és a p — 4 félegyenes 
mentén) w, — w, — [/r eiz — —[/r, illetve wy — wa — [r ei27 — Vr. 

3". Ezek után könnyen belátható, hogy a w — Vz egy-egy reguláris ága 
keletkezik minden olyan T tartományban, amely (papírból képzelve) szakadás nélkül, 
legfeljebb egy egész csavarmenetben fektethető fel a kétlevelű RiEmAnw -felületre. 

z 0 és a z — oo elágazási pontokat körülvevő vagy tartalmazó T tartományok- 
kal ez nyilván csak átmetszés, illetve (e pontokig húzódó) bemetszés útján eszközöl- 
hető. Más szóval, a reguláris ág T tartománya az elágazási pontokat nem tartalmazhatja 
a belsejében, legfeljebb csak a kerületén. A bemetszés (átmetszés) különböző partjain 
a w — [/z különböző (előjelű) értékeket vesz fel. 

AT tartomány helyzetén kívül az is megadandó, hogy felfektetése a kétlevelű 
RIiEMANN -felületre . melyik levélen kezdődjék; a felfektetés két lehetséges módjának 
ugyanis a w — [z két (előjelben) különböző ága felel meg. A T helyzetének és felfek- 
tetésének megadása kijelöli az arc z függvény egy folytonos és egyértékű ágát. 

Az így szerkesztett T tartományban a w — [7 valóban egyértékű és folytonos 
függvénye a z-nek, Ezenkívül ott meghatározott deriváltja is létezik, mégpedig — mint 


198 3.§. ELEMI KOMPLEX VÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK 


inverz függvényé — 


dor, TM ee zeT 
dz dz  2w gyz? 5 1) 
daw 


Az így nyert w — Vz, z c T függvény tehát egyértékű, folytonos és differenciálható, 
vagyis a w — [z függvény T-beli reguláris ágának tekinthető. 7 

A fentiek értelmében — a w — [YZz függvény különböző reguláris ágai adódnak a 

? 61a.ábrán feltüntetett helyzetű és felfek- 
vésű T tartományokban, viszont nincs re- 
guláris ága a 61b. ábrán látható tartomá- 
nyokban. 

IS. Speciális reguláris 
ágak. 1. Ha nincs más követelmény, 
akkor a lehető legegyszerűbb T tartomá- 
nyokban szerkesztjük meg a w — [/z egy- 
egy reguláris ágát, nevezetesen a pozitív .x 
tengely mentén bemetszett és az R) vagy az 
R., RIEMANN -levélre felfektetett z síkon. 

2". Az R, levélre fektetve a bemetszett 
z síkot, ennek 2—rei", Ogra o és 
0€ pa 2m pontjai a w sík felső felé- 
nek w, — [/r ei? pontjaira képződnek le. 
A wy — [/r eiv:12 komplex egyenlőséget az 


ő — Pi . Pi 
61. ábra uj — Urcos"z,  vi—/rsin75 
két valós egyenlőségre bontva, majd képezve velük az 
4—vi—rcos pp—x,  2uj vi —rsinpy—y 


kifejezéseket, látható, hogy z síkunk x — xg és y — yg ortogonális egyenesserege a w 
sík felső felének 


ú—VÉ— Xg 21 Vvi— yo; vi 50 (2) 


ortogonális hiperbolaseregébe megy át. Ezen belül a z sík felső felének (0 — pi; mr) 
egyenes hálózatához a w sík első negyedének (v 50 és u 5 0) hiperbolikus hálózata 
tartozik. 


3". Az R. levélre fektetve a bemetszett z síkot, ennek z — r eir:, 0 Cr a c0 és 
Sza bsásk sző 
2n —, pe — py 3- 27 — 4m pontjai a w sík alsó felének w, — [r el vő) — — Vre2— 


— — w)ipontjaiba, z síkunk x — xg ésy — yyortogonális egyenesserege pedig nyilván 
a w sík alsó felének 


V3 — 3 — Xg 242V2— ya; V:.TO0 (3) 
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ortogonális hiperbolaseregébe megy át, minthogy ez esetben 


Pi ! . pi 
u, — — [cos , v.- —[rsin 5. 


A z sík felső felének (2x — py —- 27 a 3-7) egyenes hálózatához most a w sík harmadik 
negyedének (v, C 0 és u, a 0) hiperbolikus hálózata tartozik. 


Példák 
j 8 Keressük meg a bemetszett felső félsík egyrétű konform leképzését a felső fél- 
síkra. 


Megoldás. Legyen a bemetszés az x — 0, 
0 s y E h egyenesdarab mentén (62a, ábra). 
Az ily módon bemetszett felső félsíkot — a rajta 
egyértelmű v — z? függvény segítségével — az 
Im o — 0, — h? — Reg féltengely mentén be- 
metszett 0 síkra képezzük le (62b. ábra). A be- 
metszés kezdőpontját — további wow, — o -- h? 
transzformáció útján — az origóba toljuk el (62c. 
ábra). 

Az így nyert tartományban kiválasztható a 
w — Vo függvény valamelyik egyértékű ága, pl. 
az, amelynél 0 — arc wy CT 27. Ez a pozitív valós 
féltengely mentén bemetszett oz síkot a w sík 
felső felére képezi le (62d. ábra). 

Megjegyzendő, hogy a határt ABCDA értel- 
mében körüljárva, a vizsgált tartomány mind a 
négy esetben bal kéz felé esik. 

A kívánt leképzés ezek szerint az 


9 — 22, w, — o 71- hó, w — Vo 


függvényláncolatból összetett 


w-tI2Trm 
fi o függvény valósítja meg. 
8 c a u. 2 Határozzuk meg a valós tengely 
a 0 ; a x —00oSxS—-lésl Ex oo szaka- 
o szain bemetszett z síknak a felső félsíkra 
fi 9 8 való konform leképzését (63. ábra). 
E o A ÉN ve Megoldás. Megjegyzendő, hogy a z 


sík említett tartománya egyszeresen össze- 
függő, minthogy a két bemetszés a végtelen 
távoli pontban összefügg. 

A z sík szóban forgó tartományát — az 
63. ábra 9(—1) — 0 és az a(1) — co összerendelést 
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megvalósító 


függvény segítségével — a pozitív valós féltengely mentén bemetszett w síkba képezzük 
le; 0 (20) — 1. 
Az o sík e tartományát a 


w- Vö 


ú leképzéssel visszük át a w sík felső felébe. 
A kívánt leképzést tehát a 


v- [d 


72-11 


függvény valósítja meg. 


S Határozzuk meg a 64. ábrán feltüntetett 
tartomány konform leképzését a felső félsíkra, 


Megoldás. A z sík említett tartományát — a 
benne egyrétű 


ZSEMLE SSE 
e F é [] 4. ; . 
o SE 81 s —— függvény segítségével — az 0 sík Reo— 0. 


Im o — 3/4 bemetszéssel ellátott felső felébe, 


ve. d o c ezt—azwy — 0? függvény útján — az Im wz — 0, 
a e B e — co Z Re w, 7 —9/16 és 0£E Reg E co 
8 mentén bemetszett wz síkba, ezt — az 
fi 84 F AD LOS 
f séta 9 2 tési 091 -k sé 
o 17" 16 ászű 
[o] k -— e E SETNESÉB E SMEE S glt — — . — 
64. ábra A 04 16 09/ 


függvény segítségével — a pozitív valós féltengely mentén bemetszett 0, síkba, végül 
ezt — a w — [Do függvény segítségével — a w sík felső felére képezzük le, 
Végeredményben a kívánt leképzést a 
. [8257-1727- 4 
MSAT EZETE b HA 


összetett függvény hozza létre. 
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B) Az n-edik gyök I. E függvényekről általában. 1". Pozitív 
függvény k n 
üss és V) egész n esetén a w — [7 függvényről értelemszerűen 
ugyanolyan megállapításokat tehetünk, mint a w — Vz 
függvényről. 


E függvény, mint a z — w" függvény inverze, a teljes z sík feletti, a z — 0 és a 
z — co helyen elágazó n levelű RiEmanw -felületet kölcsönösen egyértelműen és. 
folytonosan képezi le a teljes w síkra. Ennek során az R, RIiEMANN-levél z, — reier 


pé k—1 i 
0£rda co, (k— 1) 27 € pa k2z, k — 1,2,...,n pontjai a w sík —, 9ac 


k 4 ne n. Pk . Rt: 3 
ői 78 -a nt szektorának w, — [24— Vre?— oei?: pontjaiba megy át. A We 


nyilván az n értékű függvény k-adik értéke. Az — 0 ésa z — co elágazási pontban a 


n 
w — [/z egyértékű, ti. w(0) — 0 és w(c0) — 00. A RIEMANN levelek összeillesztése 
w,ír,2kr)— ws1(r,2kx), w, (r,2nx) — wií(r, 0) módon történik. 


n 
II". A függvény reguláris ágai. 1. A w — [/z függvény egy-egy 
reguláris ága minden olyan T tartományban értelmezhető, amelyben megadható az 
arc z függvény egy-egy folytonos és egyértékű ága. 
A legegyszerűbb ilyen tartomány a pozitív x féltengely mentén bemetszett és az 
n RIEMANN-levél valamelyikére felfektetett z sík. 


2". Helyezzük e bemetszett síkot pl. az R, RiIzMaANw -levélre. Az így nyert tartomány- 
ban az arcz függvény (0, 27r) folytonos és egyértékű ága érvényes. E tartomány 
SZEN. 2 ú 

z,—reim, 0 Cr a co, 0 CL pp a 27 pontjai a w sík 0 CTÜ a szektorának 

vápattlk n Pi Ú mM 

w, — V21— Vre7 —oei? pontjaiba mennek át. Ezzel értelmeztük a w — Vz 

n 

függvény egy reguláris ágát. Ez nyilván azonos a w — [z gyök első (k — 0) értékével 
2 

zi és ka és, —£ 


(ha a gyökvonásnál is 0 7 p € 2m), lévén ú, — — 
3... Fektessük fel most a Rez 5 0 jobb félsíkot az R, és az R, RIEMANN -levélre 


g ; szd ÖNÉ ZBÍB zSz ő sast 

(az összeillesztésen át). E tartományban az arc z függvény [57 ai félága érvényes. 
; £G e 977 597 A SEEN LÉ 

E tartomány pontjai a w sík 9. Sz ez 97 szektorának pontjaiba képződnek le. Az 


n 
így értelmezett reguláris ág nem azonos a w — Vz gyök egyik értékével sem (ha a gyök- 
vonásnál ismét 0 — p € 27), mert értéktartománya a gyök első és második értéktarto- 
mányának egy-egy negyedét öleli fel. 
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y) További irracio- I, Aw—-Vz—a(z—b) függvény. Bevezetve a 
nális függvé- . j 
nyek 2—a—rein, 2—b—-—r,eir 


jelöléseket, függvényünk a 


w— Vrirse 2? — o ei? (1) 
alakban írható. 

A függvény RiEmaNnw -felületét megszerkesztendő, vizsgáljuk meg a Ü — arc w 
növekményét, midőn a z pont megkerüli 1. az a-t és a b-t körül nem záró C,, 2. az a-t 
és a b-t körülzáró C,, 3. az a-t (vagy a b-t) körülzáró C, görbét. E növekmények rendre 

40,—0, A0,—2n, 4A0,— mg, (2) 
mert az első két esetben a w visszatér kezdeti értékére, míg a harmadik esetben a w 
végső értéke (előjelben) különbözik kezdeti értékétől. 

A (4) leképzés tehát csak a z síkot helyettesítő kétlevelű, az [a, b ] szakasz mentén 
bemetszett és a bemetszések partjain két (különbözőnek tekintendő) egyenesdarabbal 
keresztben összeillesztett, a z — a és a z — b másodrendű elágazási pontokkal rendel- 
kező (a z — co nem ilyen pont) RiEmanw -felületen válik egyértelművé és folytonossá, 

A kölcsönös egyértelműség még így sincs biztosítva, mert függvényünk inverze, a 


a kb a—D? 
2 E (3) 


függvény a w síkon kétértékű, lévén a w négyzetgyökjel alatt. 


II". A w—z 71 V2—1 függvény. E függvény a már tanulmányozott 
Zsukovszkij-féle függvény inverze (betűcserével), s annak (most a z sík helyett 
veendő) RIEMmaNN -felületén egyértékű. 

E függvény reguláris ágait az ismert módon képezzük. Speciálisan a—1Sxs 1, 
y — 0 szakasz külsejében két különböző ág adható meg; az egyik ezt a w egységköré- 
nek külsejére, a másik a belsejére képezi le. 


d) Az exponenciális, trigonometrikus és hiperbolikus függvények 


a) Az exponenciális IT. Az e és az e közös sajátságai 1] 
öpzzdgs sú Mint már a 2. § a) 8)-ban említettük, a komplex változós 
w-8e 


exponenciális függvényt a (valós változós exponenciális függ- 
vény hatványsorának mintájára képzett) komplex változós 


1 28 2 zn 
Ter psgfázerő eg tét 


hatványsor összegeként értelmezzük, azaz 
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Ugyanott megállapítottuk, hogy az ezcvel jelölt sorösszeg az egész (nyílt) z síkon 
reguláris függvénye a z-nek, lévén ott a sor abszolút konvergens. Ha a z komplex 
változót az x valós változóval cseréljük fel, akkor az e? sora nyilván átmegy az er 
sorába. 
27. Az ez függvény sajátságai jórészt megegyeznek az e" sajátságaival. Például 
a 2. § a) B) IV" szerint elvégzett 
Bs az 


ERíigytap Tt 


szorzás értelmében 


ez. e — ett, (2) 
Ha speciálisan € — —z, akkor 
ő 1 
ez:e2 —e0—1], azaz e"z—-, 
ez 
következésképpen 
ez 
— — ez: ertse, 
e: 


Ezek szerint a komplex változós "exponenciális függvények szorzata, reciproka, hánya- 
dosa rendre megegyezik az argumentumok összegéhez, ellentettjéhez, külöribségéhez 
tartozó függvényértékkel, miként a valósban. ; 

3". Ugyancsak érvényben marad a komplexben az exponenciális függvényt sorozat- 


határértékeként értelmező 
n 


Z 
ez — lim ő E 
n—zoo vé" 


formula. 
4", Hasonlóképpen megmarad a komplexben is az exponenciális függvény 


z z2 x 


fi z ző 
s; (e) — e E EgT eves —-14 fjtágtber 


tulajdonsága, vagyis deriváltja önmagával egyenlő. 

II". Az ez és az ez eltérő sajátságai. 1". Amint ismeretes, a valós- 
ban nincs kapcsolat az e? és sin x, az ex és cos x függvények között. Ezzel szemben a 
komplexben az 


iz iz)? iz)? iz) 
e14f tő] ők FH... 
22 z 8 zzz 25 
al geg 1 BRT te]: [á ZIKE: SOS ZÉ A 


exponenciális függvény, valamint a cos x és a sin x mintájára értelmezett 


2 4 3 5 
2 z job als z Zz 
dezggvzi Tv es ÉS SO Zs — —edF ss 


tisálzálász  . dantő KÖZÉ 7 31" 51 
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trigonometrikus függvények között nyilvánvalóan az 


]w eiz — cosz 4 isinz (3) 
! 


összefüggés, az ún. EuLeR-féle reláció áll fenn. E relációnakaRez—x —0 
esetben adódó 


ely — cosy 4 isiny (4) 
speciális esetét — nagy gyakorlati jelentőségére való tekintettel — már könyvünk 


elején előrebocsátottuk. 


2". Emlékezetes, hogy az ez monoton (növekvő) függvény. Ezzel szemben az ez 
periodikus függvény, minthogy az előzők szerint 


eztőni — ez . ezi — e? (cos 2 -- isin 27) — e; 


a periódus láthatóan a 27 i tiszta képzetes szám. 
II!.Aw—ekülönböző alakjai, 17. A (4) formula alapján a w — eiy 
valós változós komplex függvény 


Szasz éa sin y 
hw] — Vcos2Zy -- sin2y — I, arc wW — arctg cosy sy 


tulajdonságú, tehát változó y hajlásszögű egység vektorral szemléltethető. Ezt és a (2)-t 
figyelembe véve, írhatjuk továbbá, hogy a w — ez komplex változós komplex függvény 


w— e —ertiy —ex-ey, [w]—lex ey] —e, arcw — arcex -- arcely — y 


tulajdonságú, vagyis változó er hosszú és y hajlásszögű vektorral ábrázolható. Tekintve, 
hogy 0 € ex a a és — a ay 2 co, bármely w, -£ 0, -£ 00 komplex szám előállítható 
w,— es, Rezy—iIn]w], Imzg — arc w, 
alakban. 
2". A w— u 3- iv — 0 ei? jelölés alkalmazásával a w — ez komplex függvény 
előállítható a 


w — u iv gei? — ez — exrtiv — ex . ely — ex (cosy -k isin y) 
alakban, ebből pedig az 


u—excosy, v—-ersiny, (5) 
illetve a 
0—e; 1—-—y (6) 
valós függvénypár alakjában. 
37". Igazolható, hogy az (5) alakra jutunk, ha a w — e? függvényt az (y" — y; 
y(0) — 1 mintájára képzett) 
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komplex differenciálegyenlet vagy a vele egyenértékű 


du Ov 9v 91 c 
SES zett EZ ság Si JA sz 
Ox 9y Bs. ax 9y 65 20) Ples 


valós differenciálegyenlet-rendszer megoldásaként jisapetár 

IV". A w—e leképzés sajátságai. 1. Állapítsuk meg először a 
w — ez leképzés kölésönös egyértelműségének feltételét. A sé — w, komplex egyenlőség- 
ről vagy az (5) szerint vele egyenértékű 


ex: cos yj — ex cosy. — 0, — ekisin yy — ex sin y, — 0 
valós egyenlőségpárról csakis akkor lehet szó, ha xy, — x, — x. Ez esetben az utóbbi 
egyenlőségek átírhatók az 


— Zex sip et Ta sin ÉL vajat jé 0, 2e eogék elé jes sin JAS áVe is 0 


2 2 2 2 


alakra; ezek nyilván csak az yy — y, — dér, k — 7-1, -t 2, . . . esetén állhatnak fenn 
(z, 4 zo miatt k -£ 0). A w — e? leképzés tehát öl olyan T tartományban kölcsö- 
nösen egyértelmű, amelyben semmilyen z4, za pontpárra nézve 


20— 2.5 2kni, 


vagyis amely nem tartalmaz a 2xi periódus egész számú többszöröseiben különböző 
z2-ket. 
2. Ilyen tartomány például a z sík bármely 


—ooCLaxdaCoo, 2krCayC2(ki-1)g; k — 0, -- 1, 1- 2, , , 
vízszintes sávja, amelyet a (6) leképzés — a 
0Ledoo, kkrC0CT2(ki3- lm 


szerint — a pozitív u féltengely mentén bemetszett w síkba visz át (65. 
ábra). A sáv y— CC, egyenesei, illetve x— C, egyenesdarabjai a  felhasított 
sík 0-0, sugaraiba, 
illetve . 9 —eC: köreibe 
mennek át. A sáv aisó 
yi. — 2km, illetve felső 
y2. —2(k 4-1) határa 
éppen a bemetszés Ü, — 
— 2koa felső, illetve 
0,—2(k--l1 zxz alsó 
partjába képződik le. 
A w — e? függvény tehát 
az említett sávok mind- 
egyikét kölcsönösen egy- 
értelműen képezik le a 
bemetszett w síkra. 65. ábra 
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37. Az egész (nyílt) z sík w — ez által létesített leképzése csak oly módon tehető 
kölcsönösen egyértelművé és folytonossá, hogy egyetlen, a pozitív 1 félterigely mentén 
bemetszett w sík helyett végtelen sok, hasonlóan bemetszett (b, — bp, -- brr, k — 0, 
-k 1, -t 2, . . .) és beg — bp. 1, y módon összeillesztett w síkot alkalmazunk. Ez a w — ez 
függvény végtelen sok levelű R RIEMANN -felülete. A z sík 0 7 x I a függőleges sáv- 
jánák képe az R-en nyilván az 1 C ] w] 2 e? gyűrű feletti és alatti végtelen, csavar- 
felület-szerű szalag. 

4", Megjegyzendő, hogy a w — ez a z — co pontban nem értelmezhető folytonosan, 
vagyis határértékét véve függvényértéknek, mert 


lim ez — ei lim ex — 0, lim ez — ely lim ex — 3- co 


Re zO6— o TO— oo Re z65 4-oo TX 4-co 
miatt a lim ez határértéknek nincs értelme, (Ezért 


említettük az előzőkben a nyílt z síkot). A w— e 
függvény tehát sehol sem veszia w— 0 és a w — cc 
értéket, így a w — 0 és a w — co pont nem tartozik az 
R RIEMANN -felülethez (ellentétben pl. a w— 2? függs- 
vény R felületével, anol aw—0 és a w— oo az R, 
és az R, levél közös pontja). Az R nyilván végtelen 
sokszor kerüli meg e két pontot, ezért a w—0 és a 
w — co pontot az R végtelen rendű elágazási pontjainak 
nevezzük. 


a 


je Határozzuk meg a 66. ábrán feltüntetett bemetszett sáv konform leképzését a 
felső félsíkra. 

Megoldás: E tartományt az a — ez függvény a Rev —0, 0 Im wc1 be- 
metszéssel ellátott 9 síkra képezi le. Ezt — a c c) a.)1. példa értelmében — a w— [/D2--1 
leképzés viszi át a w sík felső felébe. 

A kívánt leképzést tehát a 


w — [ez 7-1 
függvény valósítja meg. 
8) A trigonometri- I. E függvények értelmezése. 1 M 
kus függvények már a 2. §. a) B)-ban említettük, a sin z és cos z függvé. 


— sinz,tgzstb. ú ő SKOT 
cz sztdlzlzáksi ) (a sin x, illetve a cos x mintájára) a 


E; z 28 ző s z2n—1 
EE szi A E ee Ez AZÉ See zés 
JEGÉŐSES FAK 7 EE LES ÉNE LL APKÁG TESTN a ti 
illetve 
22 23 
EOSZEE 9 Egis EASZEPET 2 


módon értelmezzük; e függvények mint sorösszegek az egész (nyílt) síkon regulárisak, 
lévén ott e sorok abszolút konvergensek. E hatványsorok valós z — x változó esetén 
nyilván átmennek a sin x, illetve a cos x hatványsorába, 
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2", A tg z és a ctg z függvényt (a tg x és a ctg x mintájára) a 


sin z cos z 1 
tgz — —— , ctgz — -— — — 
cos z Sitz: " tgz 


(8) 


módon értelmezzük. Hatványsoruk — a 2. §. a) B) IV" szerint — az (1) és a (2), illetve a 
(2) és az (1) hatványsorok hányadosaként nyerhető. A tg z, illetve a ctg z függvény — 


mint látni fogjuk — a z — 8k-EDZ; illetve a 2— ka (k— 0, -k 1, -£ 2, . . .) 


pontok kivételével az egész (nyílt) síkon reguláris. 
3". A komplex változós trigonometrikus függvények sajátságait célszerűen az 
(eiz, cos z és sin z hatványsorai alapján az a) II"-ben megállapítottt 


elz — cosz 3-isinz (4) 
Euler-relációra támaszkodó alakjukon fogjuk vizsgálni. E reláció — tekintettel az (1) 
függvény páratlan és a (2) páros jellegére — az 

e72 — cosz — isinz (5) 


alakban is érvényes. A (4) és (5) alábbi kömbinációiként nyerhető a komplex változós 
trigonometrikus függvények exponenciális alakja : 


k. . eiz - e-7iz eiz 2 e7iz 
sin Z -— S ERFáÉ , COSZ- — $ 
. (6) 
f eiz 5 e7iz . eiz -k e-iz ( 
- 82—— ten! egz — FI egz 


A valósban — mint tudjuk — nincs semmiféle kapcsolat az e" és a sin x, cos x, tg x, 
ctg x függvények között. 


4". Megjegyzendő, hogy a w — cosz és a w— sin z exponenciális alakját az 
(4 3-y— 0; y(0) — 1, y(0)— 0, illetve y(0)— 0, y(0)— 1 mintára képzett 


2 
tab w — 0; w(0) — 1, w(0) — 0, illetve w(0) — 0, w(0) —1 


differenciálegyenlet megoldásaként is előállíthatjuk. 

ID. E függvények sajátságai. 1. A (6) függvények — ugyanúgy, 
mint valós megfelelőik — periodikusak, mégpedig a sin Z és a cos z periódusa válto- 
zatlanul 2, a tg z és a ctg z periódusa pedig változatlanul sm; mindez az elz függvény 


ei(zr2kz) — eiz . e2kzi — eiz, eilztkz) — eiz . eikn — (—1) eiz 


tulajdonságaiból következik. 
2", Az eititz) — eizi : etiz azonosságot — az EuLER-reláció alapján — a 


cos (241 4- 29) -- isin (zs — 29) — (cos zy -- i sin z1) (cos z2 -k i sin 27) 
alakba írva, majd a valós, illetve a képzetes részek 


cos (24 4 22) — cos z, cos z, 3- sin z, sin 22, 
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illetve 
sin (z4 - 29) — sin zy cos z, -- cos z) sin Zo (7) 


azonosságára térve, látható, hogy a valós trigonometrikus függvények ismert addíciós 
tételei a komplexben is érvényben maradnak. 


A (7)-ből következik z, — z, — z esetén, hogy 
cos 0 — cos? z -- sin? z, azaz sin? z — coszz — 1], 


miként a valósban. 


Ugyancsak a (7)-ből következik z, — x, 22 — iy esetén, a (6) speciális eseteként 
adódó 
d a e7Yy — ey 8 § ey 4 e 
sin 14 — — SEEK —ishy, cos iy — — uti —-chy 


összefüggések felhasználásával, hogy 


w — ut iv — cos z — cos (x 4 iy) — cosxchy —isinxshy, 


vagyis 
u—cosxchy, v——sinxshy; (8a) 
hasonlóképpen 
w —udiv-sinz —sin(x 3-iy) —sinxchy 34-icosxshy, 
vagyis 


u—sinxchy, v— cosxshy. (8b) 
3". Keressük meg a sin z és a cos z zérushelyeit. A (6) szerint e helyeken 


eiz — e—iz — 0, azaz efiz — 1 — efkai, 
illetve 
elze 3- e—ize — 0, azaz efiz — —1 — elaktnai, 


ahol k — 0, -- I, -- 2, . . . A keresett zérushelyek tehát 
1 8 a 
z —kn, iletve z.— Ir 2 5] IT, (9) 


miként a valósban. Ugyanezek — mint a 2"/-ben már említettük — a ctg z, illetve a 
tg z szinguláris pontjai. 

4". Az összeg, a tört és az összetett függvény differenciálási szabálya alkalmazásá- 
val e függvények deriváltja 


; A K7ögey ; tl 55 
(sin 2)" — 3; (elz — e-i2)! — 5 (ez -- ei) s cosz;, (10a) 


és hasonlóan (cos 2)" — sin z, továbbá 


jú sin zi" — cos? z -- sin? z 1 
(tg 2)" — És ÉRNE TET VE eig EA TET) (10b) 


cos z cos? z cos? z 


II 


és hasonlóan, (ctg 2)" — —1/sin? z, ugyanúgy, mint a valósban. 
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5", Figyelemre méltó, hogy a cos z és a sin z nem korlátos, ellentétben a cos x-szel 
és a sin x-szel, mert pl. 


lim cos iy — lim — —— — -- co, ilim siniy — lim ge szeti obi 
yoo yoo 2 E" asz drukasi JJ —oo 


III. Aw—cosz és a w—sinz leképzés. 1". A (6) értelmében e lekép- 

zések előállíthatók a 

B 1 A B a 1 1 SEGAB a 
I. Siz xOIEér 349 SEA ÜL xx 5] , illetve w — 37 2 ése ismert elemi le- 
képzések szuperpozíciójaként. Keressük az eredő w — cos z, illetve w — sin z leképzés 
kölcsönös egyértelműségének, röviden egyrétűségének feltételét. 

Az 1. leképzés egyrétű bármely T alaptartományban; a 2. egyrétű a T; képtarto- 
mányban, ha benne (4 — C2o-2kmi, vagyis a T tartományban z, — 295£ 2k m; 
a 3. egyrétű a B, képtartományban, ha ott w4 wa -£ 3-1, vagyis a T-ben eizi . eizz — 
— eilzit22) -£ -- 1 — efkri, illetve — e Bki1ri, következésképpen 24 3- 29-£ 2km, 
illetve -£ (2k 3- 1) x. Végeredményben a w — cosz és a w — sin z leképzés akkor 
egyrétű, ha a T tartomány semmilyen Z4, Za pontpárjára nézve 

a (12a) 
z, — 2.5£2k m és z, 3- 22 54 21 a, illetve z, — z2 -£ 2k rt és z, 1- 2.5 (21731) m, 
ahol k — --1, 7-2, . . . (zz 5 ze miatt k -£ 0) és ! — 0, 7-1, 7-2, . . ,, vagyis ha a T 
nem tartalmaz sem 
2, — ka 1 a, z, — —k o 7- a illetve z, — kor -- a, z, — —k or -- a 
(12b) 
alakú, sem pedig 


1 1 
z,—1mx7-b, zz—1mx— b, illetve 27-[142]rr 27 [147]5- 


alakú z4, z. számpárokat, ahol a és b tetszőleges komplex számok. 


Az első (közös) feltétel, amely az egymáshoz képest 2k s mértékben eltolt pontokat 
zárja ki, teljesül bármely 


xp C Rez 7 xy 3-2m 
alakú, ún. periódussávban, ahol xg tetszőleges valós szám. A második feltétel, amely a 
; 1 ő 8 arad 
z — lar, illetve a z — [ - 2] x pontokra nézve szimmetrikus. pontokat zárja ki, 


teljesül bármely 
xg C Reza xy 3-2, y 50 vagy y.C0 


vízszintesen felezett sávban és bármely 


(—1x-GCRezClxg, illetve 1] reReze 


1 
l -- TI kj 
függőlegesen felezett sávban. 

2. A w — cos z-re vonatkozó feltételek teljesülnek pl. a 


— mg RezCx,0calIlmz (13a) 
14 Komplex függvénytan — 44231IVv. 
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függőleges félsávban. E (T) tartományt az 1. leképzés a 


—gm CImi(Cg Rel 7T0 8 (13b) 
vízszintes félsávba (T,), ezt a 2: leképzés a . 
ocilo]T1,—xmCarcogm (130) 


egységkörbe, a negatív valós féltengely mentén bemetszéssel (B,), végül ezt a w — 
1 


1 ess 
FRIKON [2 7- 45; leképzés a 


—1£Rew£Zl1,Imw—0 és —coCRewC—1Imw-—0  (183d) 


bemetszések külsejébe (B) viszi át (67. ábra). Végeredményben tehát az eredő w — 
— cosz leképzés a z sík (13a) félsávját kölcsönösen egyértelműen a (13a) mentén bemetszett 
w síkba viszi át. 
3". E leképzésen belül a (13a) félsáv —s € x — C, a st félegyenesei, illetve 
y—- C, 5 0, — ga x a m egyenesdarabjai — a (8a) értelmében — az 
2 v2 


u 
—— sz — i tm hass [GT TEJE keni 1 1 
u — cos C, chy, v sin C. shy, azaz csi mLYBS (14a) 


konfokális (cz — Vsin2 C, -- cos? C, — 1) kiperbolákba, illetve az 


5; u2 v2 
u—cosxchC,, v— —sinxshC,, azaz AFC get 1 (14b) 


konfokális 
(ca — [/ch2 C, — sh2 C, — 1) 


ellipszisekbe képződnekle, E két 
-görbesereg, éppúgy mint az 
adott félegyenesek és egye- 
. nesdarabok serege, egymásra 
merőleges. A cos x, sin x (0 — 
Z x a 27) előjelviszonyai és 
a chy, shy (y 50) mono- 
tonítása alapján követhető a 
hiperbolák és ellipszisek befu- 
tási értelme." 
Megjegyzendő, hogy a 
w — cos zZ — cos (—z) — 
— cos (27 — 7) értelmében a 
z —0-ra vagy a z— g-re 
szimmetrikus pontoknak ugyan- 
azon w pontok felelnek meg. 
4.A w — cos z függvény 
67. ábra RIEMANN-felülete bonyolultabb, 


§ L. bővebben SZÁSZ [M. 4.] II. kt. 471. o. 
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mint az eddig megismertek. Kimutatható, hogy a (w sík helyett veendő) R felület 
végtelen soklevelű, a w — 3-1 helyen másodrendű, a w:— co helyen pedig végtelen 
rendű elágazási ponttal. 

5". A sin z — cos (z — x/2) azonosság értelmében valamely z pontnak, illetve T 
tartománynak a w — sin z által a w síkon létesített képe, valamint a b — —sr/2 eltolás 
után nyert z" pontnak, illetve T" tartománynak a w — cos 2" által a w síkon létesített 
képe egymással megegyezik. 

Eszerint a w — sin z leképzés a ég 


[2 a Rez c 5r/2, 0 Imz (15a) 
függőleges félsávot (és derékszögű koordináta-hálózatát) kölcsönösen egyértelműen a 
—1£ERew, Imw-—0 (15b) 

bemetszés külsejébe (és konfokális hiperbola-, ellipszishálózatába) viszi át. 


IV". Aw—tgz és a w—ctgz leképzés. 1. A (6) értelmében a w — 
— tgz leképzés előállítható az 
TET 
ERTE sal 


1. —2iz, 2.0 — e, 3. w— il— új I (16) 
leképzések szuperpozíciójaként, 

Az 1. leképzés egyrétű bármely T alaptartományban, a 2. egyrétű a T, képtarto- 
mányban, ha benne €y — Co 5 2k mi, vagyis a T-benz1 — 204 km, a 3. egyrétű 
bármely B; tartományban. Eszerint a w — tg z leképzés kölcsönösen egyértelmű (röviden 
egyrétű) bármely 


xo CZ RezGdxotm h. (17) 
alakú, ún. periódussávban, 
2". Vizsgálódjunk pl, a 
ez zt ; 
5 cg Rez —£ . (18a) 


ún. főperiódussávban. E (T) tartományt az 1. leképzés a 
z —nx CZ ImtSm (18b 

vízszintes sávba (T,) viszi át; ezt a 2. leképzés a Í 
OCIiIoGI] Zoo, —nz CarcosZm (18c) 


[NN ZA 


bemetszett körgyűrűbe (vagyis a w — 0, w — co pontjaitól megfosztott és a negatív 
valós féltengelye mentén bemetszett o síkba) (B,); végül ezt a 3. leképzés a 


w(0) — i, w(co) — —i (18d) 
pontjaitól megfosztott és a képzetes tengely 


1€CImwcZ co, — coco CT ImwC—1,Rew-—0 (18e) 
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szakaszain bemetszett w síkba (B); (68. ábra). Végeredményben tehát az eredő w — 


— tg z leképzés a (18a) főperiódussávot a (18d) pontjaitól megfosztott és a (18e) bemet- 
széssel ellátott w síkba viszi át. 


ASNSNNINAN A tt 
§ TARR ? 
1 
——e—r 


, 
fi Rt 


6 1 
NN NVNV ONNAN ANNA 
LG KÁR 2 


68. ábra 


3". E leképzésen belül a (18a) főperiódussáv — a/2 7 x — C, - rr/2 egyenesei — 
mint az 


db 1 2 1 ke e . e729 (cos 2C) — isin.2C.) 7-1 1 
if edí(citi) 4.1 Sai (e—2ycos 2C, 3- 1)2- (e—27 sin 2CJ2 3] 7 
2e—29 sin 2C, 2e-?y cos 2C, 3-2 
u — F?2 var; [/ F2 , 


F? — (e7?y cos 2C, 3- 1)? 3- (e? sin 2C,)? 
segédszámítások alapján könnyen ellenőrízhető — az 


a tá te 1 
: . EVANS 
g 56 ESZE TT ETET (193) 


egyenletű nyílt körívekbe mennek át, amelyek a 


[e 


w (CC. feet 00) 9 —i, W(Ci 500) st 
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(kirekesztett) pontok között, a w(C,, 0) — tg C, pontokon át haladnak a valós tengelyre 
szimmetrikusan. Ha C, — 0, akkora — 1 — v — 1, u — 0 tengelydarabbá, ha C, — 
— ar/2, akkor az [v] 5 1, u — 0 két (végtelenbe nyúló) tengelydarabbá fajul a körív. 

A tg (—2) — — tgz értelmében az O origóra szimmetrikus z pontoknak, görbék- 
nek az € origó ra szimmetrikus w pontok, görbék felelnek meg. 

4". Hasonlóképpen igazolható, hogy a w — tg z leképzés során a (18a) főperiódus- 
sáv y — Co, — or/2 7 x £ x/2 egyenesdarabjai a v tengelyre szimmetrikus (s azt a 
—i-re és a --i-re nézve harmonikus pontokban metsző) zárt körívekbe mennek át. 


] 


6 j HI 9 z 3 , . 
5". A ctgz — tg J 27 —Zj azonosság értelmében valamely z pontnak, illetve T 
tartománynak a w — ctg z által a w síkon létesített képe, valamint a b — — /2 vektorú- 
eltolás, majd az O origóra való tükrözés után nyert z" pontnak, illetve T" tartománynak 
a w — tg 2" által a w síkon létesített képe egymással megegyezik. 


SZRREÜÉS 


1. Határozzuk meg a —ax/2 CT x — x/2, y 50 félsávnak a felső félsíkra való 
w — f(z) leképzését úgy, hogy f(--r/2) — --1, f(0) — 0 legyen. 

Megoldás. Forgassuk el a félsávot 1 sr/2 szöggel (z, — i 2), majd alkalmazzuk rá az 
w — ezi — eiz leképzést; ekkor az [0] C 1, Reo 5 0 félkör-belsőt kapjuk, Ezt for- 


gassuk el —-r/2 szöggel (Ze — —ig), majd alkalmazzuk rá a 
1 1 ] 1 1 
7-3 a ártér] 


leképzést; ekkor az Im w — 0 felső félsík adódik. 
A kívánt leképzést megvalósító függvény tehát 


E k ; £ 
w — — (ez — e-12) —sinz, 
2i ( ) 


A hiperbolikus függ- ! 
vi vénsee éezsmst Mágia :; I. E függvények értelmezése. 17. Ashz 


stb.) j és ch z függvényeket (a sh x és a ch x mintájára) 
2 s ZET . 
És -— kH — .. TT 1 
Zala zE TE TAGGÁ TET s7 
illetve 
22 zá cs g2n 
—13—1—d€t... 7 2 
chz— ia táj 3 gi e 


módon értelmezzük; ezek az egész (nyílt) síkon regulárisak. 
A thz és a cth z értelmezése: 


1 
TRESZA szszsz BT VO kae NT AT (3) 
z SZ 
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2", A (2) és az (1) összege, illetve különbsége 
ez—chz-7-shz, e72—chz—shz; (4) 
következésképpen a hiperbolikus függvények exponenciális alakja 


ez e72 ez etés e72 
eh jó SZT 
ee. 1 
thz 5 ESSERE 5 
vi e2 3- e7z cthz § jó 65) 


ugyanúgy mint a valósban. 

3". A hiperbolikus függvények egyszerű kapcsolatban vannak a megfelelő trigono- 
metrikus függvényekkel; nevezetesen — az (5)-öt a 8) I" (6)-tal összevetve — írhatjuk, 
hogy 


chiz — cos z, shiz—isinz (6a) 
thiz-—itgz, cthiz — —ictg z, 

vagy pedig 
chz — cosiz, shz — —isiniz, (6b) 
thz——itgiíz, cthz—ictgi.z. 


A valósban — mint tudjuk — nincs semmiféle kapcsolat a trigonometrikus és a hiper- 
bolikus függvények között. 


ID. E függvények sajátságai; leképzések. A komplex vál- 
tozós trigonometrikus és hiperbolikus függvények most említett egyszerű kapcsolatára 
való tekintettel az utóbbiak sajátságait és az általuk létesített leképzéseket az olvasó 
önállóan is vizsgálhatja, vezérfonalként a 8) IID—IV"-et használva, 


Példák 
1. Határozzuk meg a 69. ábrán látható bemetszett sáv konform leképzését a felső 
félsíkra. 


Megoldás. E tartományt az o — ez függvény a 
et 0 StE h körív mentén bemetszett Imo 50 
felső félsíkra képezi le. Az 


- 0—1 
sat aA 


leképzés a körív alakú bemetszést kiegyenesíti; az 
ív C végpontja az 


Ké e 
2 ih 
eih 1 SÉNÉN 
3 E Eü e 
éven ez 5 2 
ke 


69. ábra pontba kerül. 
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Ezt az egyenes Köleszés ree ellátott Im wy — 0 felső félsíkot — a c) a) 1. példa 


szerint — a w — [d eg -- tg2. 5- függvény képezi le az Im w — 0 felső félsíkra. 


A kívánt leképzést megszabó függvény tehát 


éz e727—1 h s; 
"-[ 67 grg [ez 3-2 


2. Tárgyaljuk benyúló körszelettel ellátott sáv konform leképzését sávra. 


Megoldás. Legyen a 0 € y € 1 sávba benyúló, kis görbületű körszelet területe o- 
húrja y — 0, 0 —€ x a a (70. ábra). 

Elvégezve a sávok ( — esz és w — erw leképzését 
a felső félsíkra, majd alkalmazva az 


kő ot 1 ot : 
Ül TÉK KÉT é 


közelítő formulát, ahol ctA3]C(0P-:c—mo a 8 ji ű 
körszelet képének a területe, a 70. ábra 
1 [zi 
w — —1lno "3 z 34 — 
IT lk e77 1 


függvényt kapjuk a c-nál magasabb rendűen kicsiny tagok elhanyagolásával. A w 
síkot eltolva még a c-/2 metszékre, függvényünk 


JtZ 1 
g e 5 -215 IZ 


WICE ZER Egesz éz úg 


alakot ölt. Végül a z sík kiegészítő eltolásával kapjuk függvényünk legáltalánosabb 
alakját: a 


wru24S -— eth esés const; 


ez valósítja meg tehát a benyúló c" körszelettel ellátott 0 € y C 1 sáv konform lekép- 
zéséta 0 € v a 1 sávra, midőn a körszelet húrja y — 0, b 2 xca b-- a. 


e) A logaritmus-. arcus- és, areafüggvények 


a) A logaritmus- IT. A w-lnz értelmezése, sajátságai. 
isoság pg 1. A logaritmus függvényt az exponenciális függvény inver- 
zeként értelmezzük: a w komplex számot a z komplex 

szám logaritmusának nevezzük és 


wa 1lnz (1) 
módon jelöljük, ha e — z, 
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2", Ezen értelmezésből következik függvényünk azon alapvető sajátsága, hogy 
In (z, 2.) — in z, -3- Ín 22, (2) 
lévén z, — evi — elnzi, z, — ewz — elnz? és így z, 2, — e vi tw2— elnzi-inze , 
3". Legyen speciálisan z, — [ 2] — rés ze — elarez — eir, vagyis z, za — Jz jelarcz — 
s r eiív, Ekkor a (2) értelmében 
wsilnz-ilniz[3§-iarcz—1Inr 34-ig. (3) 


Itt a p— arc z a végtelen sok értékű 
B — Arcz — arcz 3 2k za — p 3- 2k m, k — 0, --1, 1-2, . . . (4) 


függvény bármelyik értékét jelentheti. Eszerint bármely 2-£0 komplex számnak 
végtelensok w logaritmusa van. Más szóval a logaritmusfüggvény végtelen sok értékű: 
valós része egyértelműen meghatározott, viszont képzetes része csak 27r egész számú 
többszöröse erejéig. E végtelen sok értékű függvényt a 


W—-Lnz—ln]z]4-iArcz—lnr--iő (5) 
módon, ezen értékek egyikét pedig a, (3) szerint jelöljük. A Ln z értékei közül a 


ws1nzZ—-iIn]z] 4 iarcz—]nr-t ig, —xdCap-arczamx (6) 
alakút a Ln z főértékének nevezzük. 
4... A fentebbiek szerint a Ln z és a In z kapcsolata tehát 


Laz—lnz-2kri. 
Ezt, valamint az 1-ben megadott értelmezést figyelembe véve írhatjuk tehát, fhogy 
elnz — elnzt-2kzi — z edkri — z; Ln ez — In ez 3- 2kri — z 3- 2kri. 
5", Az (5) függvény nincs értelmezve a z — 0 és a z — co értékre, mivel a z — e? 
függvény ezen értékeket semmilyen w értéknél nem veszi fel. 


A w — u 3-iv és az (5) algebrai alak valós, illetve képzetes részét egyenlővé 
téve, az 


U—-lnr, V-G—p-42km (7a) 
valós függvénypárt kapjuk. Ha a főértékről van szó, akkor 
u—-l]lnr, v—p; —tTzpzm (7b) 


ID. A W—Lnz és reguláris ágai. I. A W— Lnz függvény a 
z — eW függvény végtelen sok levelű R RIEMANN -felületét kölcsönösen egyértelműen 
és folytonosan képezi le a W síkra. Az R végtelen sokszor kerüli megaz — Oésaz — co 
pontot (amelyek egyébként nem pontjai az R-nek), ezért e pontokat végtelen rendű 
vagy logaritmikus elágazási pontoknak nevezzük. 

27. A W — Lnz újabb példa a többértékű analitikus függvényre. A 3. §.c) a) 
értelmében a W — Lnz egy-egy reguláris ága értelmezhető minden olyan T tarto- 
mányban, amelyben megadható a Ö — Arc z többértékű függvény egy-egy folytonos 
és egyértékű ága. 
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Ha a T tartomány pl. a pozitív valós féltengely mentén bemetszett és az R, 
RIEMANN-levélre felfektetett z sík, akkor 


27(n— 1) Carcz— gp, S2mn, 
és vele a W — Ln z keresett reguláris ága 


w,—lnz —iniz !-kiarcz,—iInr-t-igp. (8) 


Ha a T tartomány pl. a negatív valós féltengely mentén bemetszett és az R, 
levélről az R, levélre áthúzódó z sík, akkor az ott értelmezhető 


w.-ilnz—lnri- ig, —zCdcpsz (9) 


reguláris ág éppen a W — Ln z főága. 
3. A W — Lnz többértékű függvény bármely egyértékű, folytonos ága, pl. a 
(8) és a (9) valóban reguláris, mert létezik deriváltja, mégpedig — az inverz függvény 
deriválási szabálya szerint — 
dínz 1" 1 1 


dz de" ee  z? (10) 


és ez ugyanaz minden 
ágra nézve. 

Tekintve, hogy a 
w — In z értelmezési 
tartományában  w — 
— 1/z:£ 0, ezért a (9) 
főág a negatív valós ten- 
gely mentén bemetszett z 
síkot kölcsönösen egyér- 
telmű és konform módon 
képezilea—nTgvemn 
sávra. 

Ezen belülazy 50 71. ábra 
félsíka0 Tv Sr sáv- § 
ba,aza Cr Cb,y 50 félgyűrű az naCucinb, 0 vs derékszögű négy- 
szögbe, a p — x, 0 Cr a co féltengely a — co Cu -- co, v— x egyenesbe, a 
p— —n, 0 Cr oo féltengely a — co — u — -- 00, v — —- egyenesbe (tehát a be- 
metszés két partja két különböző egyenesbe) megy át (71. ábra). 

4", A (2) és Ín1 — 0 értelmében 


in 146) —nin[1-£ 6] el á 
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a D határértéke n —, co esetén, a (10) felhasználásával, 


j — ez. (11) 


Példák 


1. Keressük meg a 72. ábrán látható kifli alakú tartomány konform leképzését a 
0 €Imwc h sávra. 


Megoldás. A z sík adott tartományát először — az 


z 4 a 
0 — 
2—-a 
lineáris törtfüggvény segítségével — az sík  -- 


Had arcw a x4- a 38 szektorába képezzük le; 
z : 1 a h a 
ennek során a (B jelű) 2—ia tg-5 Pont az 0— 


— — elis — eiltta) pontba megy át, Ezt követőleg az 
a sík említett szektorát — az 


0—-1lno—lin]joj4-iarcw, 0 E arcw CT 2m 
ieképzéssel — az w) sík s -3- a CZ Im oy a a -t a t- B 
sávjába visszük át; ennek során az o — eilzrta) pont az 
4 — (r -- a) i pontba kerül. Végül — a 
f A 
WwW sz — 001 H— d eat i 


B 


72. ábra lineáris transzformációval — az wy sík említett sávját 
a w sík kívánt sávjára képezzük le, 


A keresett w — f(z) függvény tehát 


ft zFa k 
Warg [tiz egi . 


25 Vizsgáljuk az y.— H, — co E x £ a bemetszéssel ellátott 0 € y a2H sávnak 
a 0 v C2H sávra való konform leképzését (73. ábra). 
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Megoldás. A z sík adott tartományát — a 


TTZ za 
Z, — e2H [es — 24 (a) — e2H 
függvény segítségével — leképezzük a Rez, —0, 


0 EImz, Sb bemetszéssel ellátott Im z, 50 felső 
félsíkba, Ezt — a c) a) 1. példa értelmében — a 


a-VATB e [77 ő TT b SH 
függvény az Im z, — 0 felső félsíkba viszi át. Végül ezt a 


2H na 
wa iz Zaler re] 


függvény képezi le a 0 v T 2H sávra. 


8) Az arcusfügg- I. Értelmezés. A w6arccosz sajátságai, 
kepe szt gő zi 1. Az arcusfüggvényeket a trigonometrikus függvények 


inverzeiként értelmezzük. Pl. a w komplex számot a z 


arctgz stb.) 8 s 8. 
—  ! komplex szám arcuscosinusának nevezzük és 


w — arccos Zz . 1) 


módon jelöljük, ha cos w — z. 


2". A trigonometrikus függvények — mint tudjuk — kifejezhetők az exponenciális 
függvény segítségével; ezért várható, hogy az arcusfüggvények előállíthatók a logarit- 
musfüggvény útján. Pl. az értelmezés szerint j 

eiw -- e-iíw 


cos W — —  —  7—-Zz., 
; 2 


Ebből az ejv-re az 
eziw . . 2zew41—0 
másodfokú egyenlet adódik; megoldása eiW-re nézve az 


elv — 2 -4jV2—-1 


kétértékű függvény, w-re nézve pedig — a (z -- V2? — 1) (z — Vz2 — 1) — 1 azonos- 
ság felhasználásával — a 


W — Arccos z — —iLn (z 3- [/22— 1) — iLn (z — V22 —1) (2) 


végtelen sok értékű függvény. A (2) újabb példa a többértékű analitikus függvényre, 

"3. A W — Arccos z függvény a z — cos W függvény végtelen sok levelű R R1E- 
MANN-felületét (l. d) B)) kölcsönösen egyértelműen képezi le a W síkra. A W — Arccos z 
egyértékű és folytonos ágai értelmezhetők a — 1 — x — 7-1, y — 0 szakasz mentén 
bemetszett; továbbá innen a végtelenig felhasított és két szomszédos  R:EMANN- 
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levélre felfektetett z síkon. Pl. az említett bemetszés mellett a negatív képzetes tengely 
mentén felhasított, valamint az R, és az R) levélre felfektetett z síkon éppen a W — 
— Arccos z főága adódik, amelyre nézve 


— ga Rearccosz E x, Im arccosz 50; (3) 
az utóbbi megszorítás értelmében a z -- [22 — 1 ésaz — [/2—1 közül az első veendő 
figyelembe. A (2) és a (3) összefüggése tehát 

Arccos z — arccosz 3-2km, k — 0, --1, 1-2, . . . . § 
Az említett ágak regulárisak is; pl. a főág deriváltja 
dw 1 hé. Ag 1 1 


1 
dz dzldv —sinw " Vi-csw "" [1-7 ? (4) 


ahol a négyzetgyök pozitív ága veendő. 
4. A W — Arcsinz függvény — a z —sinw — cos fs — w] azonosság ér- 


telmében — a 


W — Arcsin z— 5 — Arccosz — 5 —ilLn (z — [22—1) — 


— —i [In i-- La (z — [22—11— —iLn (iz 1-V1— 29) (5) 
módon adható meg, s így külön vizsgálatot nem igényel. 


II". A w—arctgz függvény sajátságai, 1". A w komplex számot a 
z komplex arcustangensének nevezzük, és 


w — arctg Z (6) 
módon jelöljük, ha 


tg w — — ———— —Z, 


e2ziw 1 Ete iz 
1—iz 
egyértékű függvény, w-re nézve pedig a 
1. biki 
W — Arctgz — —Ln SZ (7) 


2i 1—iz 


végtelen sok értékű függvény. 
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Függvényünk nincs értelmezve a z — 73-i helyen (vö. d) B) IV"). 

Többértékű analitikus függvényünk bármely ága egyértékű és folytonos a képzetes 
tengely mentén a —i ponttól lefelé és az i ponttól felfelé felhasított z síkon. Főágnak 
nevezzük azt, amelyre nézve 


JT Jt 
öl keüzétte mesze) Pi 8 
7 C Re arcg 26 - (8) 


A (7) és (8) kapcsolata tehát 
Arctgz — arcígz 34-kaz, k— 0, 3-1, 1-2, . . .. 


Az említett ágak regulárisak is és deriváltjuk 


ds ez ké get és 19 1 új 
dz — dzldw " Ilcossw  13-tgiw 1-2" 
3. A W — Arcctgz függvény — a 2z—ctigw — tg 15 — vi azonosság ér- 


telmében — az 


1 1 
Arcctg z — KZRE Arctg z — ke als; 


Ke tösztk 10 
2 2 cyikesájtái És iz vet 

módon adható meg. 
vy) Az areafüggvé- i I. E függvények értelmezése. 1". Az area- 
VÉRE jizávektegák 84 ! függvényeket a hiperbolikus függvények ösvsgínleta értel- 


mezzük. Pl. a w komplex számot a z komplex szám area- 
cosinus hiperbolikusának, és 


w —archz (1) 
módon jelöljük, ha ch w — z. 


2", Az areafüggvények —. miként a valósban — előállíthatók a logaritmusfüggvény 
segítségével. Pl. 


ey -- e-w 


ch w — 9 végi egw —.2zev 3 1—0, 


ev — z 4 [22—1, w— Archz — Ln(z 4 [2—-—1), (2a) 


mely utóbbi végtelen sok értékű függvény. 
Hasonlóan nyerhető, hogy 
z 7-1 


7 
Arsh z — Ln(z 3- [227 1), Arthz — -— 5 La e Arcth z — — 5 La — (2b) 
vegy Z eva 
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37. Az areafüggvények egyszerű kapcsolatban vannak a megfelelő arkusz függvények- 
kel; nevezetesen — a (2a, b) és a B) (2), (5), (7), (10) összetevése útján — írhatjuk, 
hogy 


Archz —iArccosz, Arshiz — iArcsin z, (3) 
Arthiz—iArctgz,  Arcthiz — —i Arcctg z; 
összhangban a d) y) (6a)-valis. A valósban — mint tudjuk — nincs semmiféle 


kapcsolat az arkusz- és az areafüggvények között. 


II". E függvények sajátságai; leképzések. Az előbb említett 
egyszerű kapcsolatra való tekintettel, az areafüggvények sajátságait és az általuk meg- 
határozott leképzéseket az olvasó önállóan is vizsgálhatja az arkuszfüggvények e) 
B)-beli tárgyalása nyomán. 


Példák 


1. — Tárgyaljukazy—0,—c0 SxsSaésa S xZ co bemetszéssel ellátott sík- 
naka0 — v — H sávra való konform leképzését (74. ábra). 


74. ábra 


Megoldás. Előírjuk még, hogy a bal oldali bemetszés a sáv felső határába, a jobb 
oldali pedig az alsó határába menjen át; ezzel a leképzés két valós paraméterét határoz- 
zuk meg, míg a harmadik (a végső formula C állandójaként) határozatlan marad. 

A z sík adott tartományát — a 


lineáris törtfüggvény segítségével — a pozitív valós féltengelye mentén bemetszett Z).. 


síkra, ezt — a 
— z ka 
Zo He] Vzz - [/ 


tltánazyai ! 


az 
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függvény útján — az Im z2 5 0 felső félsíkra, ezt pedig a z.(—1) — : és a zs(1) — co 
megfeleltetést (tetszőleges valós k mellett) biztosító 


lineáris törtfüggvény révén — az Imzs 50 felső félsíkra képezzük e. Végül a 2 
utóbbi félsíkot — a 


w- fin 2-3 VZ8) 4 iH4C— 2 arch TF HIH4C 


függvény segítségével — a w sík 0 Tv CT H sávjára transzformáljuk; itt C — ln A 
[44 


tetszőleges valós állandó. 


A nyert függvény a w sík u — const és v — const merőleges egyenesseregéhez a 
z sík 4-a fókuszú merőleges ellipszis- és hiperbolaseregét rendeli, 


0) Az általános 


hatványfügg-— I. Értelmezése, sajátságai. 1. A 2-0 
vény (w — zetib) változó a—oa-4-i8B-£0 kitevőjű hatványfüggvényét a 
§ za — ealnz (1) 


módon értelmezzük. A z — r eí? — rei(r12km) exponenciális alak igénybevételével az. 
(1 a ű 


21 — ele-típ)[inrti(g-2kz) J — eglnr—b(p--2kz) . eijlélnr-t-a(p-i-2kz) ! 


alakba írható át. Ebből látható, hogy 8 -£ 0 esetén a w — z? függvény mindig végtelen 
sok értékű. A függvényértékek abszolút értékei 


! We! — Ox — erlnr—be . e—8kző — gy e—ekzb (2) 
módon geometriai haladványt, arcusai pedig 
arcw —0,—8lnr4§api342kraj— 0, t-2knra (3) 
szerint számtani haladványt alkotnak. 
2". Ha, speciálisan, B — 0, azaz a — Re a — a, akkor 
04 — eln ro, 9,—api2kma, (4) 


tehát a w pontok valamennyien a ; w ; — r" körön helyezkednek el, mégpedig az egy- 
más után következők 2-7 a. szögelfordulással. 


Ha ilyenkor a — p/g racionális szám (ahol p és ag relatív törzsszámok és g — 0), 
akkor a z" véges sok értékű, mégpedig g értékű függvény. E g számú különböző érték 
előállítható pl. k — O, I, 2, . . ., g— 1 mellett, amikor is az arkuszok rendre 


1-5 94— 5 PTar 0 — pt —DT 6 
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alakúak, és a kp/g nem lehet egész szám; más k-k, pl. k — g -- 1, 1 — 0, 1, 2, , . , 
mellett viszont — a 
p 05 (EDS p] 
9,7 0... — 5 pit 2x (g 3-)— — F2rl kH 2 
k 4-1 g p g g g p a] " p 
értelmében — olyan 0, arkuszok adódnak, amelyek az (5) alattiaktól csak 27 egész 
számú többszöröseiben különböznek. A z" függvény ez esetben nyilván azonos a 


4 ján 
Vz? függvénnyel (vö. 2 gyökvonással, 1. § b) 5)). 


Ha viszont (8 — 0 mellett) a irracionális szám, akkor a z" végtelen sok értékű 
függvény, mert a Ű, arkuszok között 


Új Úr, —2xa(k—k)z2mn (ki, ko, és n egész) 


értelmében nincsenek olyanok, amelyek csak 2-t egész számú többszörösében külön- 
böznének. 

ID. A függvény reguláris ágai 1 .,Amint látjuk, a w sz zt ezeti, 
RB 0 általános hatványfüggvény végtelen sok. értékű, s így újabb példa a többértékű 
analitikus függvényre. A fentebbi értel- 
mezés szerint egyértelmű és folytonos ágai 
ugyanott jelölhetők ki, ahol a logaritmuséi. 
Pl. főága — a logaritmus főágának megfe- 


EE EL 
Sösr lelően — a negatív valós tengely mentén 
" felhasított z síkon értelmezhető, s alakja 
w — za — eglimz — elati) dnr-Hig) , 
1 o 
u 
1 


—ndpzm (6) 
Ezen ág reguláris, mert deriváltja létezik, 
mégpedig 
d d a 
— 2.  eamz —. eanz. F — gza—-1, 
dz dz 2 
i (2 
2". Legyen a—a 50. Ha a—1, 
akkor z7 főértéke a —o/a a arcz 2 x/a 
75. ábra szektort kölcsönösen egyértelmű és konform 
módon képezi le a negatív v féltengely 
mentén bemetszett w síkra (75a. ábra). Ha viszont a € 1, akkor nyilván nem lehet- 
séges a bemetszett w síkra való kölcsönösen egyértelmű leképzés; ugyanakkor 1/, c 


a a ca 1 esetén lehetséges a 0 — arcz a sr/a szektor ilyen leképzése az Imw 50 
felső félsíkra (75b. ábra). 


f) Műszaki alkalmazások 


a) Lineáris auto- I. Bevezetés. Alapfogalmak. 17. Az alábbiak- 
matikus szabá- ban a lineáris automatikus szabályozási rendszerek matema- 
lyozási rend- tikai vizsgálatát kívánjuk vázlatosan ismertetni. E rövid 
szerek (A. rész) összeállítás is szemléltetheti, hogy a műszaki tudományok 


SOEZZN EEEN SEKENSTÉT a legmodernebb elméleti problémák megoldásánál is igen 
előnyösen alkalmazzák a komplex függvénytant. Az itt vázolandó kérdések részletes mate- 
matikai-műszaki tárgyalására a sorozat Operátorszámítás c. kötetében kerül sor, 
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2", Most előrebocsátunk néhány alapfogalmat a dinamikus rendszerekről általában. 


Dinamikus rendszernek nevezzük az egymással együttműködő szerkezetek 
tetszőleges összességét, melyet .bizonyos számú, időben és térben változó mennyiséggel 
lehet leírni. A dinamikus rendszer működésének teljes leírásához elégséges független vál- 
tozók (vagy általános koordináták) legkisebb számát a rendszer szabadságfokának nevez- 
zük." 

A dinamikus rendszert aktívnak, illetve passzívnak mondjuk attól függően, hogy 
tartalmaz-e energiaforrást vagy nem. 

A dinamikus rendszert jellemző változók tényleges változását okozó befolyást bemenő 
jel (behatás, gerjesztés, kényszer stb.), az általa előidézett eredményt pedig kimenő jel 
(kihatás stb.) néven szokták emlegetni. 


A dinamikus rendszer sajátságait ún. paraméterei határozzák meg; ilyenek pl. a tömeg, 
a súrlódási, a rugalmassági tényező, az ohmos ellenállás, az induktivitás, a kapacitás stb. 
E paraméterek lehetnek koncentráltak és megoszlók ; a dinamikus rendszert leíró változók 
az előbbieknél csak az időtől, az utóbbiaknál — legalább egyes változók — a helytől is 
függnek. A megoszlás sokszor gyakorlatilag egyenletesnek tekinthető. Pl. távvezetékeknél 
(szakaszonként) egyenletesen megoszló ohmos ellenállással, induktivitással, kapacitással 
és levezetéssel szokás számolni. 

Ha az idő (független változó), a dinamikus rendszer paraméterei, továbbá jellemző 
változói (függő változók) és ezek időszerinti deriváltjai, végül pedig a zavaró jel és idő 
szerinti deriváltjai között fennálló összefüggés lineáris differenciálegyenlet (-rendszer) 
alakjában adható meg, akkor a dinamikus rendszert lineárisnak nevezzük; a paraméterek, 
mint a lineáris differenciálegyenlet (-rendszer) együtthatói, állandók vagy az idő függ- 
vényei, Ha a paraméterek a dinamikus rendszer jellemző változóinak is függvényei, akkor a 
differenciálegyenlet-rendszert s vele együtt a dinamikus rendszert nem lineárisnak mondjuk. 
Pl. az elektroncső ellenállása függvénye az anód- és rácsfeszültségnek. 


Megemlítjük végül a. lineáris rendszerekre érvényes szuperpozíció-elvet, amely szerint 
több egyidejűleg működő gerjesztés eredménye egyenlő a külön-külön működő gerjesztések 
eredményeinek összegével. ő : 

Az alábbiakban csak koncentrált, állandó paraméterű, gerjesztett dinamikus rendszerek 
vizsgálatára szorítkozunk, amelyek tehát lineáris, állandó együtthatójú inhomogén differenciál- 
egyenlettel (-rendszerrel) jellemezhetők. 

3". E helyen a dinamikus rendszernek csupán egy fajtájáról lesz szó, mégpedig az auto- 
matikus szabályozási rendszerről. haz 

Automatikus szabályozási rendszernek nevezzük az olyan dina- 
mikus rendszert, amelynél bizonyos függvénykapcsolatok állnak fenn egyes, a működését leíró 
mennyiségek között, és e függvények összehasonlítása során nyert különbségek felhasználhatók 
az energiaforrás irányítására. , 


., ] zavaró 
(0) hatás 


szabályozott 
mennyiség 
Xx(t) 


helyi visszacsatolás 


fő visszacsatolás 


76. ábra 


Az automatikus szabályozási rendszerek főbb sajátságai, működési elvei, osztályozása, 
építő elemei, állandósult hibája, speciális fajtái stb. tekintetében a szakirodalomra utalunk. 
Az automatikus szabályozási rendszer általános blokkvázlata a 76. ábrán látható. 


t Itt csak ún. holonóm rendszerre gondolunk. 


15 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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IIS, Lineáris rendszerek tranziens jelenségei. 1" DIFFEREN- 
CIÁLEGYENLET, A lineáris automatikus szabályozási rendszerek működése 


dnx dn-1x dx dmf df 
ünn tdn-iggzr TF test arg tgk — merget ses őt bigz Tbof (4) 


alakú, tehát lineáris, állandó együtthatójú, n-ed rendű, :nhomogén differenciálegyenlettel 
jellemezhető. 

A (4) általános megoldása — mint ismeretes — a homogén egyenlet általános és az inho- 
mogén egy partikuláris megoldásából tevődik össze. 

Az előbbit — az 


x.— elt (5a) 
megoldási feltevés behelyettesítése és az így nyert 
an Mt -- an AT 3 , . . 4- a A 3 a —0 :  (5b) 


alakú karakterisztikus egyenlet A; gyökeinek felhasználása útján — 

x(2) zo (Ca -F Ci Ész sézmé Ca 1-1) elt FR... -k (Ci -k Cit ta zá te És Crvtr7t) ezt (6a) 
alakban nyerjük, ahol a, , . ., v rendre a AJ, . , , , Az gyökök többszörösségét jelzik, és a -- 
FH... -- v - n, az (5b)-nek megfelelően, 


A (6) — mint ismeretes — a rendszer szabad lengését adja meg (feltéve, hogy a A; 
gyökök között akad komplex.) E lengések idővel elülnek, azaz 


jim x() — 0, hacsak Re 2; a 0, i — I, 2, . . ., Z, (6b) 
vagyis ha valamennyi 2; valós része negatív. 
Áttérve az inhomogén egyenletre, tegyük fel, hogy a (4) jobb oldalán szereplő f(2 
függvény harmonikus, mégpedig 
i j f0 — fo cos ot — 5. fo (eiat 3. e—iat), 7) 
Keressük először az 
f.(D— fa etot (82) 
függvénnyel kapcsolatos partikuláris megoldást, mégpedig 
x1(2) — ő fo Y eiot (8b) 


alakban, ahol Y ismeretlen állandó. A (8b)-t behelyettesítve a (4)-be, az 
a 


1 
3 folanGio)" 4 an ot b... b ar(io) hag] Y elet — 


á . 
— 5 fo dmli om 4... 4 bili) - bo Jelot 


egyenlőséget nyerjük, ahonnan a keresett Y mint io függvénye az 


bm(io)m 3- bm. 1 (io)m—1 -- . . . -k b:(iw) 4 bo 
an(iwjn -- an. 1(io)n—1 7... -- aj(iw) -- ag 


Y(io) — (9a) 


alakban adódik. 


- 
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Az Y(i w)-t a rendszer átviteli függvényének nevezzük. Minthogy ezen Y(iw) jelentős 
szerepet játszik a további vizsgálatokban, ezért írjuk fel különböző alakokban: 


— a(o) 4 ib(0) 


KE EZZ TM 


(9b) 
ahol 
a(o) — bo — b; w? -- b, o? — 3-..., b(w) — b; o — b; o -- b, v5 — 4 ,,., 
c(0) — ag — az 6? - ay w — 34 ..., d(o) — ay o — az w? 4 az w — 4... 


vagy másként 


Y(iw) — P(o) 4- i 0(0) (90) 

ahol 

— a(o) c(w) -- b(0) d(0) — b(o) c(o) — a(o) d(o) 

4) Aloe ín c(0) TF do)" 

végül pedig 

Y(i 0) — A(o) ero) — A(w) [cos (o) -- isin p(w) ], (9d) 
ahol 

A(w) — VP(o) Oo), — p(w) — arctg 5 , 


P(o) — A(w) cos p(w),  O(w) — A(o) sin p(w). 


Az A(0)-t, illetve a p(w)-t a rendszer amplitudó- illetve fázis-karakterisztikájának, a P(o)-t, 
illetve a O(w)-t a rendszer valós, illetve képzetes frekvencia-karakterisztikájának nevezzük. 
A (9d) felhasználásával a (8b) 


1.2 
x(0) íze foA(o) eilet-t-9(w)) (8c) 


alakot ölt, 
Hasonló módon nyerhető az 


1 
felt) — 95 foeriot (10a) 


függvénnyel kapcsolatos partikuláris megoldás, mégpedig 


xe(t) — ft Y(—i o) erot (10b) 
alakban, ahol — a (9b), (9c) és (9d) értelmében — 8 N 
Fa to) az ADM 2. pg) - TO) AC) eleten (9e) 
c(w) — id(o) B 
következésképpen 
x.2(t) — z fo A(o) ezilet3-9(o)], (10c) 


A (4), (7) inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldása tehát — a (4) linearitásának 
megfelelően — a (8c) és a (10c) szuperponálásával 


x(t) — xi(t) 4- xe(t) — ső A(o) [elotrolo) 4 e-it otto] — fo A(o) cos [07 -- p(0) 1. 


159 
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A (11) — mint ismeretes — a rendszer (7)-nek megfelelő kényszerlengését adja meg; 
a rendszer láthatóan változatlan w körfrekvenciával, de A(w)-szoros amplitudóval és p(w) 
fáziseltolódással követi a kényszert. 

2". FOURIER-SOR ÉS -INTEGRÁL. Ha a (4) differenciálegyenletben az f(t) zavaró 
tag nem a (7) szerinti harmonikus ugyan, de (bizonyos feltételeknek eleget tevő)" 
periodikus függvény T periódussal, akkor — mint ismeretes — az f(t) előállítható 


27 


T 


2zk j 


k si 
t 3- brk sin tj 


f(2) — És 4 2 [dr cos 
kz1 


c RÓKA Tess ik -Zft 
- 5 B [4— ÉT a (an tihe T ]- 
k-1 £ 


do ! all szs ( Sslsőő nezek ig nézek EK; 
-—4t-Z2Z lee T" 4 cke ap ét Ld egét (12a) 
2 2.1 Tissszistő 
módon, ún. FOURIER-sor alakjában, ahol - 
T/2 T/2 
2 [5 k 2 . 2xk 
dk T j f (Tr) cos Tdr, b, — T 9. ÍJ (7) sin rTdr, 
—T/2 zTj2 
5 T/2 e 
c — ci , 4-7 [/0 eiT td. (126) 
2T/2 


Ha f(t) (bizonyos feltételnek eleget tevő) elég erősen csillapodó aperiodikus (végtelen 
periódusú) függvény," akkor — mint ismeretes — az f(t) előállítható 


ft) st [a(w) cos e t -- b(w) sin ot] do — 
az 


mzz z fi [a(o) zető ib(o) ] eiet 4 [a(0) S: ú8 i b(w) ] e—iwt ! dosz 
zz(! 


070 a 


20 oo 
1 1 

— u) [c(o) eiet -4- c(— w) emiet ] do — 2 j$ c(w) eiot do (13a) 

oz0 0 — oo 

módon, ún. FouURIER-integrál alakjában, ahol 
-Feo 31-60 Jos 

1 1 8: 1 
a(w) — — J f(x) cos v 1 dr, b(6)—— J f(2) sin or dr, c(o) — — Í f() e—iot dr. — (13b) 

IT IT ki 


Más alakban [c(w) helyett F(iow)-t írva, és a faktorokat másként rendezve) 
Hoo 3-oo 
ú ; 1 
F(io) — J fa) ezior dr, f() — 57 [Fi etet do. (14) 
7, 


$ L. pl. BAULE (M. 22. : 
tt L. bővebben pl. BAULE ([M. 22.) 
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Az F(iw) függvényt az f(£), függvény FOURIER-transzformáltjának, egyszersmind az 
f(D-t az F(iw) inverz FouRI1ER-transzformáltjának nevezzük. 

Amint az 17-ben láttuk, az f(t) — ejet zavaró jelnek x(t) — Y(iw) eiet kényszer- 
lengés felel meg. Ha f(2) (a feltételeknek megfelelő) aperiodikus függvény, akkor — a (14) 
szerint — az F(iw) eivt do elemek összegezése a (— oo, -k 00) szakaszon az f(t) függ- 
vényre, az F(iw) Y(io) eire! do elemeké pedig az x(t)-re vezet, azaz 


ide SZA et ÉT e SEN 
x(t) — 5 J Fia) Y(io) elot do — — ] Xio) eiot do, (15) 


—o — 


ahol X(iw) — F(io) YCiw), vagyis az x(t) kényszerlengés X(iw) FOURIER-transzfor- 
máltja az f(t) zavaró jel F(i 0) FOURIER-transzformáltjának és a rendszer Y(io) átviteli 
függvényének szorzataként állítható elő. 


III". LAPLACE-transzformáció és által azásá 17. ÉRTELMEZÉSE. 
SAJÁTSÁGAI. Mint tudjuk, bizonyos feltételek mellett létezik a 


090 


F(s) — fest fd dt —LI[f01 (16) 


0 


integrál, az f(t) függvény ún. DLAPLAcE-transzformáltja, ahol f(t) — 0, ha t c 0, s pe- 
dig komplex paraméter, továbbá az A 


€-4-ioo 


f(2) — —J F(s) et ds — L—1 [FG] (17) 


kave 


integrál, az F(s) függvény ún. inverz LAPLACE-transzformáltja, ahol c alkalmas valós szám. 


A legegyszerűbb függvények LAPLACE-transzformáltja — mint láttuk — a követ- 
ező: 
1 1 ú [0] 
L[1]——, L [etet ] — ; L (sin ot ) — ——— , 
s s§-a s? -- w? 
j —at sí ú tiz 
állá ETT ESET L [e KELET ETZSTESÉ 
MEN sta n1 
L (e KSE KET TTSZT ETET L(9)— Te 


Az F(5) függvényről azt mondjuk, hogy az s — y helyen n-ed rendű zérushelye, illetve 
pólusa van, ha előállítható 


FG) z (s — jr Fu); iletve Pt) — ADe 
(5498 
1 
alakban, ahol F.(y) 5 0, illetve F.(y) 5 oo. Pl. az F(s) — AE ÉET L [ert] függvénynek 


elsőrendű pólusa van az s — a. helyen, 
. Soroljuk fel a LAPLACE-transzformáció főbb sajátságait ! 


hi 


Linearitás: j 
L (cs fi(2) -- ce fe(2) ] — ci F1(5) 4 ce Fo(5). (18a) 
Nyújtás-zsugorítás:; 


L[f(a1— z F (£) 4 3 (18b) 
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Differenciálási szabály: 
ik 
L al — sk F(s) — (5-1 fo -Hst-2 fp ... b fknn), (180) 


ahol z 
f(0)9— fos f(0) — fi, e s, JE7I(0) — fx—ie 


Nullfeltételek esetén tehát 
drf 
L [za] — sk F(5). 


Integrálási szabály: 


F(5) f-i f-2 J-k 
Eegdee 1 A9aAT c ggát dos TAK ÁÁ (18d) 
ahol 
[0 00 
f/Ddt—-fos f f MDd?— for... 
a a a ; 
Nullfeltételek esetén tehát 
F(s 
ett f...§ro a 8, 
e k 5 
Határértékek: 
lim f(t) — lim s F(s), lim f(2) — lim s F(5). (18e, f) 
(oo 560 16.10 $ so 


Eltolási tételek: 
LIf(t — 19) 1— e—rs F(5), L [ett f()1]— F(stA). (18g, h) 


Szorzási tételek: 


F.(5) Fels) — LI( f1(z— 7) felm) dr], (18i) 
0 
L c--ico 
LIA1(0f491— Í F, (s — A) Fo) da. (18j) 


Mindezen sajátságok a (16) alatti definiáló integrál alapján igazolhatók. 


2". ALKALMAZÁS DIFFERENCIÁLEGYENLET MEGOLDÁSÁRA. Oldjuk meg a (4) differenciál- 
egyenletet Á 
xk(0) —0, k—0,1,2,...n—1 (19a) 
alakú, ún. nullfeltételek, valamint 
fr) 50, ha-t 0 (19b) 
feltétel mellett. 
A differenciálegyenlet mindkét oldalát LAPLACE-transzformálva, az 


(an sz -- an 517! -- ... b as - ao) X(5) — (bm sm -- . . . 4 bis -- bo) F(5) 
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algebrai egyénléthez jutunk, ahonnan 


bm s7 3- bm—ai S87— "TF eretbs-t b 
X(s5) — - F(s5) — Y(5) F(9), 20 
SAKE EE NETTO Áe lá (20) 
mert a törtben a rendszer (9a) alatti átviteli függvénye ismerhető fel, az iw tiszta képzetes 
változó helyett s komplex változóval. 


A gyakorlatban előforduló gerjesztések rendszerint 


[4 


10 — DD (co PF cikt sss -b Crx) erk (214) 
k—1 §; 
alakúak, és megfelelően 
Cok T : Crk 
s bé Éz 5 HL EMEDPK 4 96: mg kmé AES 21b 
X(5) o3[/ SZE ejs KEGETNT, Tk sr] (21b) 


Eszerint az x(2) kényszerlengés X(5) LAPLACE-transzformáltja — a (19a) kezdeti feltételek 
és a (21a) gerjesztés esetén — az Y(5) és az F(s) racionális törtfüggvények szorzata, vagyis 
saját maga is racionális törtfüggvény. 


Ha speciálisan 


fO0—-1,s így (9 —JOD—...— 0, (222) 
akkor F(s) — 1/s lévén, . 
ELŐ s ea Kesgelzztást (22b) 
s s (an s? -k . . . H a1 5 - a) 


Ez esetben — a (18e, f) értelmében — 
b 
x(o0) — lim s X(s) — lim Y(s) — —- , x(--0) — lim s X(5) — lim Y(s5) — 0, (220) 
550 s550 do $5po0 S$7os 
2(--0) — lim s? X(s) — lim s Y(s) — 0, . . ., x(zm—5 (3-0) — lim sz X(s) — lim sm! Y(s) — 0. 
$ 00 $§7 00 4 $- oo §$§—o0 


A (4) differenciálegyenlet megoldását — tetszőleges kezdeti feltételek mellett — itt 
mellőzzük. 


IV". Átviteli és átmeneti függvények. 17. Az ÁTVITELI. FÜGGVÉNY 
ÉS SAJÁTSÁGAI. A (20) formulából nyerhető, hogy 


X(s5) — bm sm -- bm-4 587! 4... 4- bis - b, 
F(5) ans? kan stb... bas ag" 


Eszerint a koncentrált paraméterű lineáris dinamikus rendszer Y(s) átviteli fördováráse 
előállítható a kimenő, illetve a bemenő mennyiség Xs), illetve F(s) LAPLACE-transzformált- 
jának hányadosaként, nullfeltételek mellett. 

A (4) differénciálegyenletű rendszer átviteli függvénye nyilván a (23). 

Az átviteli függvény — mint látni fogjuk — teljesen meghatározza a rendszer dina- 
mikus sajátságait, nevezetesen az átmeneti (tranziens) folyamatot, tetszőleges gerjesztés és 
kezdeti feltételek mellett. 

A szóban forgó átviteli függvény főbb sajátságai a következők: 

Matematikai és fizikai megfontolások alapján. m — n. Következésképpen a kényszer- 
rezgések amplitudója, amelyet az átviteli függvény abszolút értéke határoz meg, korlátos 
marad, midőn w s co, azaz 


Y(5) 


(23) 


lim] Y(i 0) ] £ oo. (24) 


1—oo 
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A bo; bi: : : ss Dm3 dos di : : ., an együtthatók mint a rendszer paramétereinek függvényei 
valamennyien valósak. 

Az átviteli függvény nem valós zérushelyei és pólusai csupán konjugált komplex páron- 
ként fordulnak elő. ő 

Az átviteli függvény összes pólusai csu- 
pán a bal félsíkon helyezkedhetnek el (stabi- 
liítási feltétel), más szóval az Y(s) a jobb fél- 
síkon csakis korlátos, reguláris, a képzetes 
tengelyen pedig folytonos függvény lehet. 

2". RENDSZER ÁTVITELI FÜGGVÉNYE, Az 
automatikus szabályozási rendszer differen- 
77. ábra ciálegyenletét a következőképpen állíthatjuk 

elő (77. ábra):? 


A szabályozás tárgyának egyenlete 
3 k Do(p) x(2) — Mo(p) f(D) -- Co(p) z(0), (25) 
ahol p — gő tehát a D.(p), M.(p) és Co(p) együtthatók differenciál-operátorok, továbbá 
f(2) a zavaró, z(t) a szabályozó hatás (jel), x(t) a kimenő jel. 
A szabályozó (regulátor) egyenlete 
B(p) z(2 — N(p) e(2. (26) 


A hiba kifejezése 
e(2) — g(2) — x(2, (27) 


ahol g(2) a vezérlő hatás (bemenő, referens jel). Ezek LAPLACE-transzformáltja tetsző- 
leges kezdeti feltételek mellett 


Do(5) X(5) — Mo(s) F(5) -4- Co(5) 2(5) -- Munx(5), 
B(s) Z(5) — N(5) E(5) 4 Mor(5), (28) 
E(5) — G(s5) — X(5). 

Ezekből Z(s) és E(s5) kiküszöbölésével : 
N(5) Co(s) G(s) 4 Mo(5) B(5) F(5) 4 Mr(5) 
Do(5) B(5) 4- C(5) N(5) 

Mx(s) — B(5) Mu(5) -- Co(s) Mor(5)s . (380) 

vagy pedig Z(5) és X(s5) kiküszöbölésével 
. — Do(5) B(5) G(5) — Mo(5) B(5) F(5) 4 Mr(5) 


X(s) — (29a) 


adódik, ahol 


E : 
s 5.86 TC) N) kak 
Osszuk a (24e) és a (24f) minden tagját Do(s) B(5)-sel, és vezessük be a 
— C0(3) NG) . Mo(9) a MW) 
KÁ KE TON TÓ VÁSÁR 7 ELMÉM E Ő já 
jelöléseket; ily módon kapjuk, hogy 
KW) V(9) V-.(5 
X0—- TI xkwag I TTTKWG  OTTIKWG? (é9h) 
K W(5) V(5) V..(5) 
E9— TT kwg 9-TIKwg 2-7 TIKWO" (315) 
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Ezeti egyenlőségek jobboldali első Tagja a g(2). vezérlő hatás befolyását jellemzi, második 
tagja az f(t) zavaró hatásét, a harmadik pedig a kezdeti feltételekét. 


Nullfeltételek esetén a (29b) és a (31b) 
X(5) — €(5) G(5) -- Y(5) F(s), — E(5) — 2.(5) G(5) — Y(5) F(5) (29c, 81c) 


alakban írható, ahol a (32b) 
K W() V(9) f 
Ötgy éz ez elet ezt se ST) e SS E 
9—- TTRKwog? 9-TIKWE? "9 9-TTEKWO 


jelölésekkel éltünk. 
Lássuk most a K W-(5), V(5), $(5), Y(5) és D.(s) értelmezését ! 
Ha f(t) — 0, akkor a (29c) értelmében 
X6)  LI01 
G()  LI901] 
Eszerint $(s) az automatikus szabályozású rendszer átviteli függvénye a g(t) vezérlő hatásra 
vonatkozólag. 
Ha g(t) — 0, akkor a (29c) értelmében 


X(5) — D(5) G(5), azaz D(5) — 


(83) 


X9  LDE01 


X(s) — Y(s5) — F(5), azaz Y(s) — FG) L[ ÓT" (34) 
Eszerint Y(s) a rendszer átviteli függvénye az f(t) zavaró hatásra vonatkozólag. 
Ha f(t) — 0, akkor a (31c) értelmében 
t 
Hió sz tÓ áló), szaz mt ezel (85) 


G()  L[g0] 7 
A D.(s)-et hibaátvitelt függvénynek nevezzük. ú 


Ha a rendszer nyilt, azaz a regulátort nem a visszacsatolással nyert e(t) — g(2) — 
— x(t) hibajel, hanem maga a g(t) vezérlő jel befolyásolja, akkor a regulátor egyenlete — 
a (26) helyett — 


B(p) z(2) — N(p) g(2. (86) 
Ennek LAPLACE-transzformáltja nullfeltételek mellett 
B(s) Z(5) — N(s5) G(5) (87) 
Ezt a (29a)-be behelyettesítve, az 
.. Mo(5) N(5) Co(5) 
Xny(5) DO F(5) BG) DG) G(5) (88) 


eredményt kapjuk. 
Ha f(2) — 0, akkor — a (324) figyelembevételével — 
N(5) Co(5) zi Xny(5) 
————  G(s) — K W(s5) G(s5), azaz K W(s) — - d 
BG) D.( 79 zés. G() 
Eszerint K W(s) a nyílt rendszer átviteli függvénye a g(t) vezérlő hatásra vonatkozólag. 
Végül, ha g(t) — 0, akkor — a (32) figyelembevételével — 
M.(5) Xny(5) 
F(s5) — V(5) F(5), azaz K W(s) — ő 
D.(6) (5) (5) F(5) (5) GG) 


Eszerint /(5) a nyílt rendszer átviteli függvénye az f(t) zavaró hatásra vonatkozólag, 


Xny(5) za (39) 


Xny(5) — 


(40) 
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37.  SZTATIKUS ÉS ASZTATIKUS RENDSZER. Vizsgáljuk meg a sztatikus és az asztatikus 
rendszer átviteli függvényeinek tulajdonságait," 
Az állandósult hiba — a (35) értelmében — 


lim e(2) — lim s 8, G(s) — const — e. ; (4la) 
to 500 


feltételezzük, hogy ugyanakkor 
lim g(2) — linmrs G(s) — const 5 0. (42a) 
1 00 500 


A rendszert e., 7£ 0 esetén sztatikusnak, e., — 0 esetén pedig asztatikusnak nevezzük. 
A (41b) feltétel akkor teljesül, ha a G(5)-nek s — 0-nál elsőrendű pólusa van, azaz 


G(5) — 6o(9) , ahol lim s6G(s) — lim G(s5) — const 5 0. (42b) 
s 500 560 
Ekkor a (4la) a 
lim e(t) — lim £. (s) G,(s) — const — e. (41b) 
1500 550 . 


alakban írható. 


A (4lb) értelmében az automatikus szabályozású rendszer sztatikus a vezérlő 
hatásra vonatkozólag, azaz e., — const 52 0, ha a $.(s) számlálójának és nevezőjének egy- 
aránt van állandó tagja; viszont asztatikus, azaze,, — 0, ha D.(s)-nek tetszőleges 
rendű zérushelye van s — 0-nál. Az asztatizmust v-ed rendűnek mondjuk, ha 
D.(s)-nek v-ed rendű zérushelye van s — 0-nál. 


Legyen most a vezérlő hatás polinom alakú, azaz 


8(2 — 80 3-g81thgeő 3... Hgt, (42a) 
következésképpen 
go , 81 , 282 rgy 
GEES Eza Páter a (42b) 


továbbá legyen a rendszer asztatizmusa v-ed rendű, vagyis 


D.(s) — s" D9(5), ahol lim $9.(5) — const 5 0. (43) 
"7 50600 
Az állandósult hiba — a (4la) értelmében — 
! 
e, — lim s D.(5) G(5) — lim 9-1 0096 s tp r) ő (44) 
5060 550 s s? srr1 


Ebből nyilvánvaló, hogy az állandósult hiba az 
Tzmn T ebed b 
esetben rendre 
2. — 0, e. — v!gy D0(0), 2. — oo, (45) 


A gyakorlatban sűrűn alkalmazzák a vezérlő hatásra vonatkozólag nullad-, első-, 
illetve másodrendű asztatizmusú, vagyis a sztatikus, a helyzet-, illetve a sebességszabá- 
lyozó rendszereket, mégpedig a szervórendszereknél, 


Például elsőrendű asztatizmusú szervórendszernél 


8(2) — go esetén. 2-2 — 0, g(t) — gy t esetén e. — gy D9, (0); 
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másodrendű asztatizmusnál 
g(2) — go, g1t esetén c — 0, g(t) — g. t? esetén £c- — 2g, D9, (0). 


3 Allapítsuk meg most anyílt rendszer K W(5) átviteli függvényének tulajdonságait, 
midőn a zárt rendszer asztatizmusa v-ed rendű. 


"Tegyük fel, hogy a K W(s5)-nek s — 0-nál r-ed rendű pólusa van, azaz 
K W() — B , ahol Wo(0) — const :£ 0. (46) 


Ekkor — a (32b,) értelmében — 
1 sT 
1--K W(s) — sr--K Wo(5)" 


D.(5) (47) 


amelynek az s —0 akkor v-szörös zérushelye, ha r — v. Eszerint a vezérlő hatásra nézve 
v-ed rendű asztatizmusú rendszer esetén a nyílt állapotra vonatkozó K W(s) átviteli függ- 
vénynek s — 0-nál v-ed rendű pólusa van. 

Vizsgáljuk meg most, hogy mely rendszerek sztatikusak vagy asztatikusak a zavaró 
hatásra vonatkozólag, 

A (34) formulával kapcsolatban hasonló megfontolásokat végezve, mint fentebb a 
(35)-tel kapcsolatban, megállápítható, hogy a zavaró hatásra vonatkozólag v-ed rendű 
asztatizmusúrendszer hasonló vonatkozású Y(s) átviteli függvényének s — 0-nál v-szörös 
zérushelye van. . ü 

Végül állapítsuk meg a nyílt rendszer K W-(s5) átviteli függvényének sajátságait, midőn 
a zárt rendszer v-ed rendű asztatizmusú a zavaró hatásra vonatkozólag, 

Tegyük fel, hogy 


y 


" V(5) — vsz , ahol Vo(0) — constzz 0, (48a) 
továbbá 
K W(s) — EL , ahol Wo(0) — const 5£ 0. (48b) 
Ekkor — a (32b.) értelmében — 
Y(G) — V(5) ,§" Vo(5) (49) 


14 KW() str KWcGs) " 


Eszerint a zavaró hatásra vonatkozólag v-ed rendű asztatizmusú zárt rendszer esetén s — 0-nál 
a tárgy V(s) átviteli függvényének x-d rendű pólusa (illetve zérushelye), a nyílt rendszer 
Y(5) átviteli függvényének pedig v--x-d rendű (illetve v—x-ad rendű) pólusa van. 

Ha, speciálisan, V(5)-nek sem pólusa, sem zérushelye nincs s — 0-nál, akkor a K W(s) 
ottani pólusának rendszáma szolgáltatja az asztatizmus rendszámát. 


V". Egységugrás- és -impulzusfüggvény és alkalmazásai, 
17". E FÜGGVÉNYEK ÉRTELMEZÉSE. Fentebb a lineáris dinamikus rendszer fő jellemző- 
jét, a komplex változós Y(s) átviteli függvényt vizsgáltuk. Olykor előnyösebb inverz 
transzformáltját, a valós változós 


€-4 oo 
ky(t) — eri j Y(5) est ds — L2—[Y(9)1 (60) 


függvényt vizsgálni, Ez a rendszer ún. impulzusátmeneti (vagy súly-) függvénye. 
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A függvény 
9 
ky(t) — J Y(i 9) eiot do (50b) 


oo 


alakban is írható. Ezt összevetve a (15) formulával, a ky(2) nyilván azon átmeneti jelenségnek 
tekinthető, amelyet .az F(io) — 1 FouRIER-transzformáltú ö(t) gerjesztés idéz elő. 
Ez, vagyis a 


Hoo 
1 
ö() — 18. . elot do (51) 


os 


A az ún, egységimpulzus-függvény 
vagy deltafüggvény. E függvényt az 
egységugrás-függvény útján célszerű 
bevezetni, 


Az egységugrás-függvényt 


f(t,B) 


$ "1 — 


f.BI-2 ré aretg Bt 
B5-20,10,2.1 l, hat 50 


] 
1-4 3. hat—0 


0, hatc0 
(52a) 
módon értelmezzük, E függvény 
előállítható. az 


1 1 
f(t, B) — 2 tg áretg ét 


IT IT 
( 55 2 arctg Bta 5) (53) 


folytonos függvény segítségével a 
lim f(z, B) — 
8— oo 


; Rllvfbé ! 
— lim a — arctg 8 2) — [1] 
B 00 2 IT 
(52b) 


határértékként (78a. ábra). 


— Az egységimpulzus-függvényt 
az (53) függvény 


df) B 


78 a. és b. ábra 


Öö — szei ek té 
ESZE) (54) 
folytonos deriváltjának 
$ ; B 
fodzággezosenut is erre ZO Télen tt / e9zs 
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határértékeként értelmezzük. Az (51b) függvény értékei: ö(t) — 0, ha t- 0; ö(0) — oo, 
azaz ö(0, 8) — B/x (78b. ábra). 

Noha az (54) görbéje B 6 co határátmenetkor végtelen csúcsot képez, a görbe alatt: 
terület mégis — a 6-tól függetlenül — egységnyi, azaz 


as 
f ö(t, 8) dt — 1. (55) 


—o 


Ha az egységimpulzus nem t — 0-nál, hanem t — £9-nál jelentkezik, akkor ö(t — ta 
módon jelöljük a függvényt. Erre nézve 


ö(t — to) — 0, ha t — to; ö(0) — oo, és j ö(t — to) dt — 1. (56) 


——o 


A deltafüggvény nevezetes tulajdonsága, hogy 


dő 19-4-dt to-t-dt 
( x(2) ölt — to) dt — f  x(t) ölz— to) dt — x (to) ( ölt — to) dt — x(to). (57) 
Hős t0—dt 10—dt 


Ennek alapján a deltafüggvény FouRIER-transzformáltja 
-4-oc 
F5(i 0) — Í ö(t) e—ivt dt — e—w0 — 1 (58a) 


módon alakul, az inverztranszformált pedig 
belte Lo 
ö(t) — — [ 1 - elüt do —— ( cos otdo (58b) 
vk gt J 


— oo a 


módon. 
— Térjünk vissza a ky(2) függvényre. E függvény kielégíti 


00 


( xy(ÖIdtZ oo; ky() —0,hatc0 (59 
0 


feltételeket, amelyek közül az első a rendszer stabilitásával, a második pedig fizikai megvaló- 
síthatóságával kapcsolatos. 

— A ö(t) egységimpulzus okozta ky(t) átmeneti jelenség mellett gyakran vizsgálják 
az [1] egységugrás okozta átmeneti jelenséget, amelyet — a (20) és (22b) értelmében — 
nyilván a 

ir "TP YG) Y) 

S s 

hy(9) — — J 2 era [] 60 
KÖZÉ TT s ji s st 


c—ioo 


alakú, ún. átmeneti függvény ír le. E függvény t szerinti deriváltja éppen a k,(t) függvény, 
lévén — az (50a) értelmében — 


dh,(t) 1 VT d 1 14 s 
HAGAR j il t st t dt — 
dt 2zxi s dt ÜDÜLÉST 2mi j EGE üz ky; 661) 
€—ios 6 Tés 


27. TETSZŐLEGES GERJESZTÉS OKOZTA ÁTMENETI JELENSÉG. Az Y (io) átviteli függvény 
és az f(2) zavaró jel F(io) FOouURIER-transzformáltja ismeretében az x(Z) átmeneti, jelensé- 
get a (15) formulával lehet meghatározni. 
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Vizsgáljuk meg most, hogyan fejezhető ki tetszőleges f(t) zavaró jel okozta x(z) átmeneti 
jelenség a ky(2) impulzusátmeneti függvény segítségével, 

Az (56) és az (57) figyelembevételével — az f(t) zavaró jel előállítható elenyésző dt 
időközökre vonatkozó f(r) ö(t — r) dr impulzusok összegeként, azaz 


f2) — ( főt — de (62) 


módon, az x(t) átmeneti jelenség pedig az f(r) ö(t — r) dr impulzusok okozta f(r) ky(t — 
— r) dr átmeneti jelenségek összegeként, azaz 


x(2) — ( fr) ky(t— 7) dr (63a) 
módon, amely — az (59) felhasználásával, majd r" — t — r helyettesítéssel — még az 


x(2) — ( (2) ky(t — 7) dr — [7 — e) kylr)de (63b; 
0 


——— 
alakban is írható. 


A k,(2) alakjából megítélhető a — co — r — t időszakbeli f(r) gerjesztés befolyása az 
átmeneti jelenség t időpontbeli x(t) állapotára. Minél hosszabb gyakorlatilag a k,(Z) impul- 
zusátmeneti jelenség tf, C r C t lejátszódási ideje, annál jobban befolyásolják az x(t)-t 
az f(2)-től eltérő f(r) értékek, azaz annál jobban eltorzul az x(t) az f(t)-hez képest. A rendszer 
csak olyan f(t) zavaró jelet visz át jól, amely a k,(t) lejátszódási ideje alatt kevéssé változik. 


3". A KIMENŐ JEL ÉS A HIBA ÚJABB KIFEJEZÉSEI. A (29b) és a (31b) formulában 
megadtuk a kimenő jel és a hiba LApLACcE-transzformáltját az átviteli függvények, 
valamint a vezérlő és zavaró jel LAPLAcE-transzformáltja útján. 


Állítsuk elő most e komplex kifejezések valós megfelelőit. 
A k,(2) mintájára vezessük be a k(t) impulzusátviteli függvényt, amely az egységimpulzus 
alakú g(2) vezérlő jelnek felel meg, azaz 


VBA! Ha 

kg) — — ( (io) eiat dos. (64) 
27. 

Hasonlóan értelmezhető a k.(t) impulzusátviteli hibafüggvény, azaz 
Hoo 
, 1 . 
k.(t) — — J OG. (io) eiot do, (65) 
2 ; 


Ezek felhasználásával a (29c), illetve a (31c) formulák inverztranszformáltja — a (18i) 
szorzási szabály szerint — 


t t 
köze f MEZŐ) Ki dest J f(t — 7) ky(r) dr — g(2) — e(4), (661 
0 o 
illetve 
t t 
e(2) — ( g (t — r) k.(r) dr — ( (t — 7) ky(r) dr (67) 
j 0 0. A 


módon alakul. 
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VI". Tipikus elemek átviteli függvényei. 1", ELRENDEZÉSI VÁZLAT. 
Az automatikus szabályozási rendszerek vizsgálatánál döntő jelentőségű az elrendezési 
vázlat, amely feltünteti a rendszer elemeit és a köztük kölcsönhatást létesítő s különböző 
utakon haladó jeleket. 


A rendszer elrendezési vázlata, bármilyen ösz- 
szetett legyen is, mindig összeállítható az alábbi 
elemekből: a) Irányító hatású elemek, amelyek át- 
viteli függvényükkel jellemezhetők. b) Összehason- 
lító elemek, amelyeken két jel összege vagy különb- 
sége halad át. c) Elágazási pontok, amelyekben a jel 
a rendszer különböző pontjai felé ágazik el. d) Veze- nat 
tékek, amelyek a jeleket közvetítik, mégpedig előre 79. ábra 
vagy vissza. j 


A 79. ábrán feltüntetett egykörös visszacsatolt rendszer esetén a (kivonó) összehasonlító 
elem 


9(t) 1 eft) 


E(s) — G(5) — H(5), (68a) 
a W,.(s) átviteli függvényű irányító elem 
X(s5) — W.(s5) — E(5), (68b) 
a visszacsatolt, Z.(5) átviteli függvényű irányító elem pedig 
H(s5) — Z.(5) X(5) (68c) 


transzformált egyenlettel jellemezhető. Ezekből a rendszer átviteli függvénye 
XC5)  W.(5) E(D) 


KEZES TS ÉKET EE Za 
A W1(5) E(5) CARE W (5) 
EG FZ6 WE)  17W.G6 ZO 


(569) 


módon nyerhető. 


A 80. ábrán feltüntetett többkörös rend- 
szer sorba kapcsolt W.(s) és W.(s) átviteli 
függvényű elemekből, valamint az elsővel pár- 
huzamosan visszacsatolt Z1(s), 22(5), . . ., Z2n(5) 
átviteli függvényű elemekből épül fel. 


A (kiívonó) összehasonlító elemsorozat 


E(s5) — G(5) — X1(5) [Z1(5) 4- Z2(5) - . . . 4 Zn(5) ] — G(5) — X1(5) Z(5), — (70a) 


az első irányító elem 


80. ábra 


X1(5) — W.(5) E(5), -  (70b) 
a második irányító elem pedig 
X 2(5) — W.2(5) X105) (70c) 
transzformált egyenlettel jellemezhető. A (70 a, b) rendszer átviteli függvénye tehát 
word. MED / WO (zizi 


G(5) " EG)-X(9Z6) 1-7 W.(5)ZG) " 


a teljes (70a, b, c) rendszeré pedig 


et X.(5) Ú W (5) X.5) — W.(5) WI(s) — W.(5) W (5) 
a E Ezék. 


E 3 (71b) 
G(5) G(5) 1 4 W.(5) W.2(5) 


W(5) 
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E példából látható, hogy (egyértelműen) irányító elemeket párhuzamosan, illetve sorba 
kapcsolva, átviteli függvényeik összeadódnak, illetve összeszorzódnak. 

2". ÁTVITELI FÜGGVÉNYEK SZORZAT ALAKBAN. A koncentrált paraméterekkel rendel- 
kező elem átviteli függvénye — mint tudjuk — 


bm sm 3- bm—a 5871 3- ... Tr bi s - bo 


- (72a) 
dan Sn -- dn—1 5771 -k... 4 as 4 a 


W(s5) — 


alakú racionális törtfüggvény. Ha ismerjük a számláló és a nevező gyökeit, akkor a (72a) 
felírható 
bm (s — ya) (s — Y2) . ss (S5—YVYm) 


Hű 5 A 
RT OSSEL EZEN TE OGT ÉN TK eegb) 


W(s) 


gyöktényezős alakban is. A gyökök — mint a III" 17-ben említettük — zérus, valós vagy 
konjugált komplex számok; a megfelelő gyöktényezők rendre 


se, illetve sv és s9/sv — sr; Ú (73a) 
$S—-2;— s-t 01 — ze (Tis t 1), illetve s—yj — s -- wj — se 1); (73b) 
(s — 24) (5 — 241) — 524 2a4 5 (ay b 83) — T (Tt 2kTES-ED, 
illetve 
(s — YI) (S — Yi) — s? -— 2ars - (az; 3 82) — 3 (r? 524- 2€.7s -- 1) (73c) 
alakúak, ahol 
Aksa 7 Ag Vlsa — YI p78d) 
ÜST ÁG ÖLE gets Vr E ú ; 
áj; 1.00 1 aA 
0 CT — — : sSökSő pie E 


ett vütetzzer szel) Ök — ——— ; zal ossemaa re: radé 
Vzz83 "7 — VazrB V37 Bi 


Ezek felhasználásával a (725) a 


IC, Il(rjs 4 1) II(? 52 3 2f/rrs4 1) 
l 


W() es h T 


5 E 72c) 
sI(GsiDI(Csr2ekTksrD ; 
1 


alakot ölti, amely láthatóan hatféle tényezőt tartalmaz. Eszerint bármely elem előállítható — 
általános esetben — hat tipikus tag sorba kapcsolása útján. 


37. TIPIKUS TAGOK ÉS SAJÁTSÁGAIK. Vizsgáljuk meg most egyenként az előbb emlí- 
tett hat tipikus elemet. 
Aperiodikus tag. Átviteli függvénye 
k 


W(s) — ERTE B ; (74a) 
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átmeneti függvénye 


h(2) - a [97 -r ss] -E Lee Tdeslkese lé 


frekvencia-karakterisztikája 


W(i 0) § k Sölskko eze zétt pkT o 
Sz zTiodi VIETo j ETTT e RESZ ESTőB 
k 2 
— U(o) -- iV(o), ([u-5) 4 2 — 5 EG HŐI úri 


vagyis a jelleggörbe a C (k/2, 0) közép- 
pontú, R—] k/2] sugarú, negatíve befu- 
tott alsó félkör (81. ábra). 


Instabil tagnál 


t 


1. h0) —k(eT— 1. 


W(5) — ——— , 
6) Ts5s-1 


(74d) 


Lengő tag. Átviteli függvénye (2? a 1 
esetén) 


k k 1 


zés eses éz zz—see egesz ; 75 
W(5) T22-H2ZTs-4I1 T? z f TAKES ae € fő TIZET 2 , ( a) 
eki T € ZENE ZTE: € 
átmeneti függvénye 
EKE 
h(t$) — L71 E sé di t Elet éz sin E Ta s t -- arcsin vi — CÍ; (75b) 
s j ni —Z2 


frekvencia-karakterisztikája 


: k 
Wo —T-Tega TDLT 0 


k 2-To 
e— arctg 1— ragi To; 
vi — T? w2)2 7 402 T? 42 


(75c) 


a jelleggörbe a 82. ábrán látható. 
FA Ha Z£? 5 1, akkor tagunk nem lengő, .ha- 
[d nem két sorba kapcsolt aperiodikus tagnak 
tekinthető. Ugyanez az eset, ha a W(s) ne- 
j vezőjében --1 helyett —1 áll, és € tetszőleges 
82. ábra (53 0). 


16 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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Instabil tagnál (7? a 1 esetén) 


kő I (759) 
7 áj DEZSZÁSE Me ET 
Ez ; za Sz ld s ÜTSZ 
WO- EZ STT TT! mee — [7 sm [76 ét arcsin 117 —1I. 
Integráló tag. Átviteli függvénye 
k 
W(5) — §? (76a) 
átmeneti függvénye 
k 
h() — [—1 [ő] — kt; (16b) 
frekvencia-karakterisztikája 
k k -E 
W(io) ————e 2, (76c) 
ie [01 69 
a jelleggörbe tehát az alsó képzetes féltengely. 
Erősítő tag. Jellemzői 
k j 
W(G) — k, h() — 1-1 [5] — k[1], W(io) —k, G7 


vagyis jelleggörbéje ponttá zsugorodik. 
Elsőrendű differenciáló tag. Átviteli függvénye 


W(59) —k(rs4 1; (782). 
átmeneti függvénye 
ng — 1—[d7 5] — kfrő0-4- NI , (18b) 


vagyis szüperponált impulzus- és ugrásfüggvény; frekvencia- 
karakterisztikája 


W(io)—k(írio 31 -—kiikroj- 
— KRYTTETYGT elaretg ra, (78) 


vagyis a jelleggörbe az U — k egyenes felső fele (83. ábra). 
Másodrendű differenciáló tag. Átviteli függvénye 


W(9) — k(r2523 22rs-t 1); (79a) 


átmeneti függvénye 


d 5(2) 
dt 


HD) -1-[k fs 427140) [- kie 32Zrö(0) 4 nm], (19b) 


o 
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vagyis szuperponált derivált impulzus-, impulzus- és ugrásfüggvény; frekvencia karak- 
terisztikája 


W(i 0) — U(o) Hi V(v) — k (1 — 7? 0?) 4 2iktr o — 


—kVI—roj Far oe 


v? 
risk jö Vzo, 


0 4z:k 
vagyis a jelleggörbe a valós tengelyre 


szimmetrikus parabola -felső ága (84. 
ábra). 


FELADATOK 


1. Egészítsük ki és mélyítsük el 
a fentebb tanultakat CoJo1oBHHKOB 
(T.7.) Hacrse pasnenx I. rsaBa II., 
V., VI. és VII. alapján. 

2. Tanulmányozzuk az automa- 
tikus szabályozási rendszer alapele- 
meit és tipikus sémáit CoJxoroBHHKOB 
(T. 7.) u. I., p. I., ra. II. alapján. bi 
3. Tanulmányozzuk az automati- k 84. ábra 

kus szabályozási rendszer differen- 

ciálegyenlete felállításának módszereit CoxoxoBHnkos (T. 7.) H. I., p. I., ra. IV. alapján 


4. —— Szemléltessük a fentebb tanultakat-a) a vízturbina automatikus sebességszabályo- 
zási rendszerén, b) az elektronikus feszültségregulátoron, c) a másoló margógép szervó- 


rendszerén, d) a rádiólokációs állomás szervórendszerén CoxonoBHnKOB (T. 7.) Hú. I., p. 
I., ra. VIII. alapján. 


5, Tanulmányozzuk a motorok és gépek automatikus szabályozásának egyes (a fentebb 
tanultakkal kapcsolatos) kérdéseit Afz3EpMan . (T. 43.) I— VI. fejezetei és Brox (T. 44.) 
(T. 44.) I— IV. fejezete alapján. 


6. Ismerkedjünk. meg az automatikus másolás (kopírozás) elméletének egyes kérdé- 
seivel CoxkoxoB8— Ipy:kHHcknü (T. 55.) műve alapján. 


7. Tanulmányozzuk a szervórendszerek elméletének egyes kérdéseit JAMES— 
N icHoLs — PHILLIPS (T. 29.) műve alapján. 


8. Ismerkedjünk meg a villamos gépek automatikus szabályozásának egyes kérdéseivel 
MEEpoB (T. 45.) műve alapján. 


9. " Tanulmányozzuk a magyar ,,HYDROFIX" automatikus másoló berendezés mate- 
matikai vizsgálatát a szerző (T. 54.) cikke alapján. 


£ 3 


Ajánlott irodalom : 


CoOXONOBHHHROB (T. 7.) Afseppman (T. 43.) — Bxzox (T. 44.). — Coxoxozs—deyxunoxnű (T.55.) 
(T. 29.) Mocxraxeg (T. 46.) 


b) énő vk apr teszael I. Definíciók. A négypólusok elektromos alakzatok 
négy sarkkal, melyek párosával összetartoznak; nevezetesen 


kettő a bemenő, a másik kettő pedig a kimenő kapcsot képezi 
(85. ábra). " 


J, A négypólusok tehát mindenekelőtt az áramegyen- 
I. d letben különböznek a négysarkú alakzatoktól; ez ui, négy 
u] 63 [4 pólus esetén 


I, 3 I, 3- I, — 0 (bejövő áramkör), 


85. ábra 


I, 3- Is — 0 (kimenő áramkör) ($a) 
16t 
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módon, négysarkú alakzat esetén pedig 


I, 4 Id I57 I, —0 (1b) 
módon írható. 


A négypólus tehát látszólagos teljesítményt vesz fel, illetve ad le bemenő, illetve kimenő, 
kapcsán; a két teljesítmény különbségét a négypólus használja fel (illetve állítja elő). 

Belső elektromotoros erők esetén aktív négypólusról, ezek hiányában pedig passzív 
négypólusról beszélünk. 

Ha az áramok és a feszültségek lineárisan függenek egymástól, azaz érvényesek a 
KIRCHHOFF-törvények, akkor a négypólust lineárisnak mondjuk. 

Végül, ha az áramok változatlanok maradnak a bemenő és a kimenő sarkok felcserélése, 
tehát a négypólus megfordított kapcsolása esetén, akkor a négypólust szimmetrikusnak 
nevezzük. 

II". A passzív, lineáris négypólusok alapegyenletei, VA 
NÉGYPÓLUS-EGYENLETEK. A legáltalánosabb esetben a négypólus na áramkörből áll, amelyek 
mindegyikében találhatók saját (a.k-adik körben, összesítve Zrxk) és más körökkel közös (a 
k-adik és az 1-edik kör között, összesítve Zxi) impedanciák mint ohmos, induktív és kapacitív 
ellenállások kombinációi (86. ábra). 


Az n áramkörös négypólusra — a KIRCHHOFF-törvények alkalmazásával — a 


Zn dit 212 Ia Tt... Zn In — U) [1. (bemenő) áramkör] 
ZadliTt Zo2I21...- Zen ln7 —U, 12. (kimenő) áramkör ) 
Zah Zsolt ...-§ Zen ln — 0 [3. áramkör] (2) 


Zm 1 3 Zn2 I2- ...-- Zan In — 0 [n-edik áramkör] 


lineáris egyenletrendszer adódik. Ezen n 
egyenlet U,, U, és I, I, ..., In ismeret- 
lenjei (összesen n -- 2) közül az J;,..., In 
ismeretleneket (összesen n — 2) kiküszöbölve, 
csupán a (bejövő és kimenő kapocsra vonat- 
kozó) U,, U., I,, I. ismeretleneket tartalmazó 


I; — A; I. 4 C, U?, I, — 4.1 — CC, U. 
(3a) 
lineáris egyenletrendszert nyerjük az A), 
A 2; C1; Ce ún. alapállandókkal, amelyek a 
Zkk És a Zrki impedanciák függvényei. A (3) 
egyenletrendszer átírható az 


U1- A. Ut B. l;, U.—-—4A5U.—B 1, 
86. ábra (3b) 
alakra, ahol 


GC Cs AA 1 4 Aa;zci 
45—4A—, 4 —4—, B , B. — ———  . 
3 e; 4 ta 1 C; 2 c, 


2". EGYÉRTELMŰ CSATOLÁSI ELLENÁLLÁSOK. Ha a fenti alapállandók (mint a gyakorlat- 
ban legtöbbször) R,Lw és d/Co ellenállások lineáris függvényei, akkor az áramkör 
közös, ún. csatolási ellenállásai egyértelműek, azaz 


Zki — Zike (4) 
E körülményt számításba véve nyerjük, hogy 


Cr E Üss CG; (5a) 
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következésképpen a (8b)-ben 
A; 4A.—1 Új 
Ba ess (5b) 


A4AL45—BC—1. (5c) 


Az alapállandók most nyert összefüggéseinek figyelembevételével a (3a)-ból és a 
(3b)-ből az 


Az — Az, Az — A, Bb— B. —B 


és az utóbbi szerint 


U,—-4A,U,—BI,, I. — A ID—CUs (6a) 
illetve az 
U1— AL U.3 BI, I1—DAI4CU, (6b) 


egyenletek, a négypólus alapegyenletei 
nyerhetők. Ezekben a BI, és B 1I;,, 
illetve a CU, és CU, a négypólus- 
beli feszültségesésre, illetve áramvesz- 
teségre jellemző értékek, 

A dimenziótlan A) és A, a négy- 
pólus ún. külső, az ellenállás, illetve 
vezetőképesség dimenziójú B, illetve Bé knE, 

pedig ún. belső alapállandói. . 87. ábra 

A (6a) ésa (6b) egyenletek ,,elül- 
ről" táplált négypólusra vonatkoznak. Ezekből a , hátulról" táplált négypólus alapegyenletei 
— az U,, I, Az és az U;, I2, As felcserélésével — az 


U,— 4 U.—BI,I-A I —CU;,, (7a) 
illetve az 
U,—- A. U,-4BI,, I,— A, IL 3-CU, (7b) 
alakban adódnak (87. ábra). 
Ha A, — A, — A, akkor — a táplálás módjától függetlenül — ugyanazon feszültség- 


esést és áramveszteséget kapjuk. Ilyenkor a négypólust szimmetrikusnak mondjuk. 
3". ÜRES jágáS ÉS RÖVIDZÁRÁS. A négypólus fontos jellemzője a bemenő oldalon mért 
ún. bemenő ellenállás, amely a (7a)-ból 


(8a) 


alakban nyerhető. Ez láthatóan függ a terheléstől. Ha egy W impedanciájú kétpólússa 
zárjuk le a négypólust (88. ábra), akkor U, — I, W, és ezzel 


B -- AL W 


W. mm e, 8 
t A. RCW újse 
Eszerint ha W — W(z2) — oe(z2) eiü(2), akkor — a 
(8b) lineáris törtfüggvény lévén — mind a e — 


zs const körsereg, mind a Ű — const (fél-) egyenes- 
sereg képe a W), síkon kör- (vagy egyenes-) sereg. 
Speciálisan üresjárás esetén W — oo, rövid- 
zárás esetén pedig W — 0; a megfelelő bemenő 
ellenállás É 


ÁL ra B 
Wo — F illetve. Wir — A (9) 


Hátulról táplált négypólus esetén a (8a), (8b) és (9) formulák 


Uz 4A:UtBL 


LÁZ TT BATON TABÉSK TÁ (102) 
I; 4HIh€CU 
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továbbá — az U, — I; W-vel — 


§ A B 
RE hó Wo — — , War — — 


ZA ÖLÉSE (10b; 17 
"a ECW c A, séges 


módon alakulnak. 


4". Az ALAPÁLLANDÓK MEGHATÁROZÁSA. A fentebbi egyenletekből könnyű megállapítani 
az alapállandókat mint az üresjárási és a rövidzárási ellenállás függvényeit. Ez utóbbiak 


(beleértve fázisszögeiket is) egyszerűen mérhetők a négypólus belső kapcsolásának isme- 
rete nélkül is. 


Így kapjuk, hogy 
Wo W 90 A. Az 148BC 


Wr We BC BE 
ahonnan 
setes e BT eze w5 Wg LYA Wo tő W oo 88E 
Wo köss Wir W oo .- gx Wio Tin Wir W o fiz W ar 
Másrészt 


Ezek felhasználásával az alapállandókra a követkéző formulákat nyerjük: 


ke Wo ti 5 Wii 
ZT eaz é name her ze sezgmzsar a mot gogy] e a KET a 
VW oo (Wo — Wy) Woo — Wor 
w e We 
2- laz esse szg e (42) 
VW.o (We — Wer) Wio — Wir 


BOW [e W oo 


Vo 070 — WD VT 0 — We 

. . Az alapállandók áram- és feszültségmérési adatok (a fázisszögeket s beleértve) alapján 
is kifejezhetők, 

Az U1os 11o üresjárási adatokkal kapjuk az alapegyenletekből, I, — 


évén, hogy 
Ui - ALU h0-CUy 
, hátsó táplálás esetén pedig di : .i ; 
Un: Az Us Io - CU. 
Ezekből az alapállandók HE SE ja : 
U1o U 0 lo Io űl 
JÁ EST ZA SES eget 13 
Sk én ú.n ; 


módon adódnak. 


Az Ur, Iur rövidzárási adatokkal hasonlóan kapjuk, U, — 0 lévén, hogy 


Ur: BI,,Ir—-— A Is 
hasonló táplálás esetén pedig 


Ur-BI,, Iz — 4, I. 
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Ezekből az alapállandókat 


4-T A-T B zt 14 


alakban nyerjük. 


5". MAGELLENÁLLÁS ÉS -VEZETŐKÉPESSÉG. DUALIZMUS. Említettük már, hogy a C vezető- 
képesség, a B pedig ellenállásdimenziójú. Reciprok értéküket, vagyis az 


1 1 
M — c illetve L — B (15) 


mennyiséget a négypólus magellenállásának, illetve mag-vezetőképességének nevezzük. 
Rövidzárási problémáknál előnyös még az 


ké A cap sr 
Ly- — ——, Ly —-— — — — 
r-g B r-, B (16) 


vezetőképességek alkalmazása. 


E jellemzők segítségével az alapegyenletek újabb alakra hozhatók. A (165), (9) és (10) 
formulák felhasználásával az (5c) 


Wio Wo 


B — (A, A, — DM] — M — (W. Wyg — M9D9C 
alakot, ezek figyelembevételével pedig a (6b) 
U.—- WoCUSHZCIs 11—WoCI 4 CU, "a 
alakot ölt, ahol a bevezetett 
KEZESÜESÉRÉNEE E ES SESÉSSA ÉR B 
Z -VW. Wo — M? — Ve (18) 


mennyiség az ún. hullámellenállás. ; 
Hasonlóan nyerhető a (15) és (16) felhasználásával a 


Lir Lor 
L 


C — (4, Ap — DUL — —-L-(LyLs—L?)BU, 


összefüggés, ennek igénybevételével pedig az 
Il LrB1I,3§Y:"BU, U—-LSBU.tBI, (19) 
egyenletrendszer, ahol a bevezetett 


kezét c 
Y — VILrLy — L — VÉ (20) 


mennyiség az ún. hullám-vezetőképesség. 
A (17) és a (19) egyenletrendszer teljesen egyenértékű. A bennük szereplő 


W.o. Woo, M, Z ellenállás-paraméterek, 
illetve 
L.r Lor L, Y vezetőképesség-paraméterek 


egymásnak duális megfelelői. Ezek lehetővé teszik ellenállás-elmélet, illetve vezetőképes- 
ség-elmélet felállítását. E dualizmusban az 


U, I, M, Wo; VA 
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mennyiségeknek rendre az 
HÚ PÉ Én 
mennyiségek felelnek meg, amint ez közvetlenül (17) és a (19) összevetéséből is kitűnik. 
A (18) és a (20) összehasonlítása szolgáltatja továbbá az 


1 M E 
Kezi [sms AM M—a7 AL (21) 
összefüggéseket, 

67. A HULLÁMELLENÁLLÁS. A (18) formulával bevezetett mennyiséget pontosabban 
középső huilámellenállásnak nevezik. Ez — az üresjárási és a rövsdzárási ellenállások 
segítségével — 

BÉR Wasó zta Wo gt 
Z — VWio War — VW oo Wir Tés; —ÉVW Wir sápi —— VWo W or (22) 
Wio W o 


módon is kiféjezhető. 
Szokás beszélni továbbá a 


2 - VWio Wir, Ze zi VW.e Wagy (23) 


alakú külső hullámellenállásokról, valamint az 


NET e (24 
, Wo 
alakú szimmetriatényezőről. Közöttük a 
d; selő 1 val 1 Ww. 
2-7, 2-Zs 2-VZZ2 377-—--s (25) 
S 2 s 20 


összefüggések állnak fenn. 


II. A passzív lineáris négypólusok néhány további jel- 
lem zője. 1". A. BEJÖVŐ ELLENÁLLÁS. Ezt már a (8a) alatt bevezettük. Az üresjárási és a 
rövidzárasi ellenállások segítségével még a 


We FW Was Wir Wig W 


W., — W. - 26a 
Hz aa téme W Woo kW jét 
alakban is irható, sőt W4g-lal bővítve, és a Z-t bevezetve, még a 
2 4 Wo W 
Wed sz en (26b) 


Z2 4 Mt Wo W 
alakban is, s 


27. ÁTTÉTELEK Újra bevezetve a W — U,/I, terhelő ellenállást a négypólus (6b) 
alapegy enleteibe, ezek 


B c 
U. — U: 145) 1-L(44 5) 


alakot öltenek. Ezekkel — elülső táplálás esetén — a feszültségáttétel 
U2 wW aj MW a MW 
U, B-t A.W Z1 WoW — Wo (Woo -- W) — M2 
8 WVWio (W 20 — Wo) Ez WVWe (Wio — Wir) 
Wi1o (War -- W) Woo Wir. TF Wio W 


dj -— 


(27) 
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módon, az áramáttétel pedig 
3 I, 1 M W).o M 
11 —m— — c za 


I. A, ACW 213 MIWW  WorW 
2. Ve  VW WoW 


Woo 4 W Woo FW 188 
módon, végül a teljesítmény-áttétec 
KÁN S é0 se ze TÓet Zeéstk MEVÉGW zi 
U.I, (B-T A. W)(454HCW) (2? 4 M? 2- W)o W) (2? 2- W., W) 
ozat én et EKE 2. Bizo CW gaz 3 We ye 
(Woo 4 W) [Wo (Woo -- W) — MM?) (Wo9 4 W) (Wo Wir 4 W.o W) 
(Wo — WWW gr tret 


(Wo kt W(Wy kW) 
módon értelmezhető. Amint látható, az áttételek függenek a W terheléstől. Üresjárás, 
illetve rövidzárás esetén az áttételek az 
3 Széll 0, illet A tb 0 
Uy — — — : ho — Ni — illetve jr — — — : Ur — Nr — 
10 A, Was 10 10 , 1r A gi Woo 1 kg 
speciális értékeket veszi fel. 3 
Hátsó táplálás esetén hasonlóan nyerhetők az us, is, n, áttételek. 


3". CsATOo LAS. Még egy további áttétel is használatos. Ha ugyanis a négypólust egy 
E elektromotoros erejű és W5; belső ellenállású kétpólusra kaocsoljuk, akkor 


U, — E — I, Wb, 


és ezek 
E. — IW.—4:U,3 BI, I1— CU, A, 1, 
ahonnan 
ö E — U, (A. 3 €C W)) 3- I, (W -- A, W), 
vagy pedig 
l Bi AW, 
Vt SE E E ETT 
Az lg. 5 c W; A, -k c Wh 
amely az 
M M., a 
U, — — ——— E — 1 Wg — I 
Ke eteeti 7 Wik W ! vBÉ zet w) s 60 
alakban is írható. 
Bevezetve az 
Et a a HK ém A (81 
jelöléseket, velük az . 
U,—-— e E — IZ (32) 


összefüggésre jutunk; eszerint ez a kétpó- 
lus elektromotoros erejének áttételeként, 
Zp pedig a kétpólus 3- négypólus kombi- 
náció belső ellenállásaként értelmezhető. A 
kétpólusnak négypólussal való egyesítése 
tehát új, ej E elektromotoros erejű és 2 
belső ellenállású kétpólusnak is felfogható 
(89. ábra). ; 89. ábra 
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Ha W;, kicsi W1o-hoz képest, akkor 


Fejezzük ki most az I, kimenő áramot a kétpólussal kapcsolatos e, és Z4 jellemzők 
segítségével. A (28), (31) és (32) alapján írható, hogy 


I 5 U2 eE 25 ei E es E e, E 
e wz W "y ZIW Wo.o—eMAEW OM i 
TM 
1 
vagy pedig 
2 § 
1653 E ez Új E k ti ei E 1 (83) 


M1-ee  M1-k  Wwg- WI— k?? 
ahol az újonnan bevezetett 
k — Ve i (34) 
mennyiség az ún. komplex csatolás. Minél kisebbek az áttételek, annál lazább a csatolás. 
Gyakran használják a 
L 
kt — Vio ür — ——— ; (35) 
VA. Az 
kifejezést is csatolásként, mint amely a bejövő és a kimenő oldal visszahatását jellemzi, 


IV". A passzív, lineáris négypólusok kitüntetett terhe- 
lési esetei. 17. A HULLÁMELLENÁLLÁSSAL VALÓ TERHELÉS. Ha a W terhelő ellenállás 
éppen a Z hullámellenállással egyenlő, akkor a bemenő ellenállás 


w.7tWoz ,WwsAZ OZ VI Mm?7- sz (36) 
1074 Wa WadtZ 8 VZRIR A Zs 
az áttételek pedig 
Ez eze et (87) 
:" WotZ Warz 


alakban írhatók. A W — Z megvalósítását a négypólus és a terhelés illesztésének szokás 
KáPEt E terhelési állapot különösen szimmetrikus négypólusnál előnyös. 


. A KIMENŐ HULLÁMELLENÁLLÁSSAL VALÓ TERHELÉS. Ha a W terhelő ellenállás ép- 
pen a .k : — VW. Wy kimenő hullámellenállással egyenlő, akkor 


War t VT Wr Wo VWzVWo 


W, —- W SZAR MESE 
j jő W og -- VWoo W er Woo 8 1 tod ] 
VWez VW.oo 
W.o 1/Wio Wo 7 az 
VW.o Wsr-Z £-zjS te Zz, 38 
Wa Ve 20 Wor Wa zo Za (38) 


vagyis a bemenő ellenállás egyenlő a bemenő hullámellenállással. Az áttételek — elülső 
táplálása esetén — 


De asz rja BÚS aa fest a Est 

5 Wio-k 2 Wioos-tzZ ! WodZz 0 WodtZzs 
n. — B néni Mm? VW.o ég VWir VW.o at VWr 
1— Ut ET sz 


(39) 


(Wo. Z) (Wo EZ) VT AVWT  VW a VO 
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alakot, hátsó táplálás esetén pedig 


M 8 M S 8 (40) 
- ENi ds— — d, NM — Ui — ui en 
Wo EZ 1 le Wa TBRÉSZŐ 1 Me 213 11 1 


alakot öltenek. 


V". Apasszív, lineáris, szimmetrikus négypólusok. 17. FőBB 
SAJÁTOSSÁGAIK. Ha 


Ug 


A. — A, — A, (41) 


akkor a fő egyenletek lényegesen egyszerűsödnek. Nevezetesen, az alapállandók összefüg- 
gése 


4-VI1tBC, (42) 
az üresjárási és a rövidzárási ellenállások 
A B B 
Wo- War az Wo Wass eWa szg NT (43) 
a bemenő ellenállás 
B73AW 
W, — — —— — W,, 44 
SAO Mt (44) 
a hullámellenállások akit; 
B 
2-2-z-[[d. (45) 
a szimmeétria-tényező 
sz 1 


alakot öltenek, az áttételek pedig 
w . 1 ; ; 1 
s ———m sz tte hsz — ——— — ido üz s — 
B -k A W 2 5 3 A SB C wW 2 10 1 A 


alakot, függetlenül a táplálás módjától. 


M 
— 46 
u W (46) 


27. A HULLÁMELLENÁLLÁSSAL VALÓ TERHELÉS. Ekkor a bemenő ellenállás — a 
B-tAZ B-t AZ B3AZ 
W, — - - 


KA ROZ it OZTAZ BRAZ 


értelmében — egyenlő a hullámellenállással; más szóval az áramforrás számára ilyenkor 
közömbös, hogy a négypólus közvetítésével vagy közvetlenül vesszük-e igénybe. Továbbá 


2 (47) 


—--—-—-z, (48) 


de általában U, 5 U, és I, 5 I,; más szóvál a terhelés számára ilyenkor közömbös — 
még különböző áramok és feszültségek esetén is — a négypólus jelen- vagy távolléte, Az 
áttételek 

83 VA ks M " es VA 1 MM 

SBAAZ WAZ"-"  CZIRAZ .-WatZ 


u 


alakúak, tehát 


Eset (49) 
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37. JELLEMZŐ MÉRTÉKEK:. A közvetlen áram- és feszültségáttétel mellett előnyös 
a g átviteli mérték alkalmazása, amely — az 


u-i UT a g (50a) 
sza ZT sm IZ e ZZZ 757 a 
; U, 11 
kifejezés logaritmizálása útján — a 
U, 
sb ia - In — — ln 50b) 
BOZYETÓ a U; T ( 
alakban nyerhető. Valós része, 
U. U.o 1 I. 1 A 
b:1in- - -ml2l ml. 21-25 (50c) 
2 ; I I Io 


az ún. csillapítási mérték, amely a bejövő értékeknek a négypóluson való átmenet során 
elszenvedett csillapítását, képzetes része, 


U 
! — arc U, — arc U, — p, — p, — arc I, — arc I, — vi — wa  (50d) 


. 


a — arc 


pedig az ún. szögmérték, amely a bejövő értékeknek a négypóluson való átmenet során 
elszenvedett fáziseltolását méri. 


A csillapítás egyik egysége l néper; ekkora a csillapítás, ha U./Uo — e, azaz 
ln U./Uo — 1. 


A teljesítményáttétel — a g felhasználásával — 

m.7 (aes) 
. AWo-AZ 

módon alakul. Ezzel kapcsolatos a csillapítás másik egysége az 1 bel; ekkora a csillapítás, 


ha U.o/Us — VI, azaz log (U4o/Uso)? — log (WV4o/Neo) — 1. Eszerint x néper — 
z— In U.0/U?o néper — 2 log U59/U2o bel — 0,86 In U.9/Uag bel — 0,86 x bel. 


sz u: — e7 sg (51) 


jé , A. Az ATVITELI MÉRTÉK ALKALMAZÁSAI. A g a szimmetrikus négypólusnak állandója, 
even 


e TOT Mesés M my [847 VW. — VW (52) 


WAZ Vwmaz [zZaw [ymavm 


peráó pg g-t alkalmazhatjuk a négypólus alapállandóinak kifejezéseiben. Az (52) átala- 
tásáva. 


j -MOARZCZSÁLVBOSALVATZT 
vagy 


eg — 24? — 1 3 24 (eg — 4) — 24Aeg — 1, 
azaz 


eg — 24 -- eg - 0, 
Ebből következik, hogy 


EB EG ÍZ (53) 


1-2 AA leoeteá stk [REL (69) 
chg ch? g ch? ch?g—1 shg . 
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a bejövő ellenállás 


214 WW 2-1 Wcthg , Zs5hg-Wchg 


We EST A ee észt ———  — 55 
7: Wo, FW Zcthg4 W Zchg 3 Wshg? 608) 
az áttétel pedig 
de M 1: zZ Apr zak 1 4 (56) 
E EW Zohg ik Wehg (t.ALGW 
s W, §3 VA § W KA wW 
. W,chng4Wchg Zchg3Wshg7 " B3AW  Zshgi4Zshg 
végül a kimenő áram 
2? 
ed A TET ENE ET ESEN TSZ TETTEST THAT 
fi § zeher Woshg) (Zchg rt Wshg) Hi 
kör 1 [/ E . (57) 
NEEE ZEN a EA ZA Misz zh Ea a köpte MIN 
Zshg47shéh(W-rWyehg (Wa Wehg a [2457] she 
alakot öltenek. 
Ha a négypólus a terheléssel illesztve van, azaz W — Z, akkor 
ké; ; 
Ta azt esz esz 8 S 58a 
1 Ez? (58a) 
ha még a tápláló kétpólussal is illesztve van, azaz Wp — Z, akkor pedig 
E 
mm — eg, 5 
ús AT (58b) 


áj Megjegyzendő, hogy a g átviteli mérték nem szimmetrikus négypólusoknái is hasz- 
nálatos, 


FELADATOK 


1. Bővítsük ki és mélyítsük el a fentebb tanultakat — különösen a lineáris szimmetri- 


kus négypólusok viszonylatában —pl. R. FELDTKELLER (T.23.) I., II. fejezetei és J. WALLOT 
(T. 37.) VI. fejezete alapján, 


2. Készítsünk táblázatos összeállítást a négypólus fentebb megismert jellemző meny- 
SÓ zata ezeket A) az Ai, A;; B és C; B) a W.o, Wso és M; C) a Wig, M és Z; 1) 


a W1os Wo. Wir és Wg segítségével kifejezve pl. G. OBERDORFER (T. 5.) III. B. 2. 
e) része alapján. 


3. . . Készítsünk táblázatos összeállítást a lineáris-szimmetrikus Jégypólus és a kitün- 
tetett terhelési esetek jellemzőiről pl. G. OBERDORFER  (T. 5.) III. B. 2. e) része alapján. 


4. "Tanulmányozzuk behatóbban a T, II és X kapcsolású négypólus sajátságait és 
egymásba való átalakítását és üzemi iszonyait pl. G. OBERDORFER (T. 5,) III. B. 2. 
f), g) részei alapján: 


5. Készítsünk rövid referátumot a kétpólus-elméletről pl. G. OBERDORFER (T. 5.) 
III. A. fejezet és H. SCHRŐDER (T. 17.) D. része alapján. 


6. Gyűjtsünk példaanyagot a két- és négypólusokra pl. BEcKER—Voicr (T. 6.) 
7. fejezetéből, 


7. Tanulmányozzuk a szűrőláncok elméletét pl. G. ÖBERDORFER (T. 5.) III. C. feje- 
zete és J. WaLLor (T. 37.) XIII. fejezete alapján. 
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8. Készítsünk referátumot a lineáris négypólusok és láncok általános elméletéről, 
modern, mátrixos tárgyalásban pl. R. FELDTKELLER (T. 23.) III—-VI. fejezetei és a 
(T. 47.) cikkgyűjtemény I. fejezete alapján. 


xk 


Ajánlott irodalom: G. OBERDORFER (T. 5.). — J. WaLLor (T. 37.). — R. FELDT 
KELLER (T. 23.) — LE CoRBEILLER — Cikkgyűjtemény (T. 47.). — BECKER— VoIGT 


. 9]: 


1) Vegyes műszaki I. Szinuszos áramkörök helyzetgörbéi 
FÁLRBRÉSSSEN fel- Feldolgozandó kérdések pl.: a legegyszerűbb (egyenes, 


kör alakú) és magasabb rendű helyzetgörbék és görbesere- 
gek általános jellemzése; a  HEYLAND-féle kördiagram; 
további gyakoribb helyzetgörbék és -görbeseregek; speciális kérdések. Gyűjtsünk 
számpéldákat. 

Ajánlott irodalom : G. OBERDORFER (T. 15.); alapvető monográfia. — G. OBER- 
DORFER (T.5.) II. B. — G. MöLLER (T. 22.) II. 8. §. — BECKER —Volicr (T. 6.) 3. 
— KR. A. Keyvr (T. 24.). 

II". Az elektroncsövek elméletének elemei. Készítsünk 
rövid összeállítást e témakörről, érintve pl. a jelleggörbéket, a visszacsatolást, az ampli- 
tudó- és fázisviszonyokat, a vezérlést, a frekvencia-elhúzódást, a fontosabb kapcsolá- 
sokat stb. 

Ajánlott irodalom: G. MÖöLLER (T. 22.) II. 9. §. — J. WALLor (T. 37.) VIII. 


III". Tranziens jelenségek lineáris rendszerekben. 
E, napjainkban nagyfontosságú problémakör korszerű, ILAPLACE-transzformációs 
tárgyalásban, bő elektromos és mechanikai példaanyag kíséretében tanulmányozható 
az alábbi műben. 

Ajánlott irodalom: TAPAHEP-BepHc (T. 28.) II—VIII. — L. még: J. WALLoTr 
(T. 37.) XV. j j 

IV". Akonformitás felsőbb geodéziaiés kartográfia- 
alkalmazásai. Feldolgozandó kérdések pl. három fő komplex változó a forgás, 
felületen; ezek geometriai és analitikus kapcsolata; szferoid konform leképzése síkrai 
gömbre és szferoidra; szferoid sztereografikus és kónikus projekciója és általános 
leképzése komplex ív segítségével; izotermikus koordináta-rendszer; a földi szferoid 
egyéb projekciója síkra, gömbre és forgási ellipszoidra. 


Ajánlott irodalom : KönrG—.WErsE (T. 56.) II—IX. — SÁRKözv (M. 28.) — 
B. BAuLE — (M. 21.) — A. BErz (M. 11.). 


4. §. KOMPLEX VÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK INTEGRÁLÁSA 
ÉS SORFEJTÉSE 


a) Reguláris függvények integrálása 


a) Komplex válto- I. Görbe menti integrál. 1. Legyen w — 
zós függvény — f(2) — u(x,y) 1 iv(x,y) egy korlátos T tartomány- 
integrálja 


ban egyértékű és folytonos függvény; legyen továbbá G 
valamilyen, a és b végpontjaival együtt a T-be eső rektifi- 
kálható görbe. Osszuk fel a G-t tetszőleges módon, a növekvő indexek sorrendjében 
elhelyezkedő a — Z9, 24; . . ., Z17-15 Za — b pontjaival n szakaszra, továbbá válasszunk 
minden ilyen [Z.. ,, 24] görbeszakaszon egy-egy tetszés szerinti Ü, — Ép im 
pontot. Közelítsük a G görbét a z, — z,. ) — Az, — Ax, 3-i4y, húrvektórokból 
felépített (irányított) p ligonnal. 
2". Ezek alapján képezve az 


I. — 5 ft) Az — 5 Iulér 9 Azx — 7 (Ér 70 4941 
k-1 


k-1 
Fi S V(EpNDJAK, Ta (Ér 7) AVe] (1a) 
k:s1 


összeget, a w — f(z) függvény G görbe menti, ún. közelítő összegét, ez függ a z, és Ü, 
pontok választásától. Egyre finomítva a G felosztását (azaz egyre csökkentve a Az, 
vektorok ] Az, ! hosszát), a közelítő összegek (1, ) sorozatához jutunk. Az 1"-ben előre- 
bocsátott feltételek mellett az (I) sorozatnak a max] Az,] 0 határátmenetnél 
mindig létezik a G görbe z,. beosztásának módjától és €, pontjainak választásától füg- 
getlen I határértéke; e határértéket a w — f(z) függvény G görbementi integ- 
ráljána tk nevezzük, és így jelöljük:" 


b Í 
Iz tm — 3f(t) Azp— (G) f fiz) dz , ser fb) 
max ] 4zx] 50 a 

vagy koordinátás alakban 
I — lim Bos [ul 1) AxXx — V(Ér: Tr) AY 1 -- ilim 2 [V(Éx: Tr) Ax 7- 
5 : 
-F u(é 1) Ay 1— (G)  [u(x, y) dx — v(x, y) dy.] -- 


b 


--i(G) [/ [v(xy) dx-k ulx, y) dy]. (o) 


t Bővebben I. Hogwron ([M. 7. ]-ben. 
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37. Az integrál tényleges kiszámítása egy z — z(t) — x(2) 1- iy(0), a 5tEB 
egyenletű sima görbe (folytonos z (z) -£ 0) esetén 


d B 
(G) [ (2) dz — [ 7Iz(d12 (9 dt — 
B 
— ( fux), 1 (0) — v [x(0), (919 (9) dt -k 


-k ij fv ix. yd1x(d -- a [x(d, y(d 17 (2) dt (2) 


módon történik. Szakaszonként sima görbe menti integrál a sima görbeszakaszok 
mentén vett integrálok összege. 


4". A görbe menti integrál b e cs lés e, ha a G görbe L ívhosszú, és a görbe mentén 
f(2) ( z M: 


! (Dj jf2dzi— im! 5 ft) Az! — lm Z 1 f(C) II4z E 


az M:-lim 3 JAz,] — ML. (3) 

II. A görbe alakjáról. L". Természetes, hogy a görbe menti integrál 
értéke tetszőleges w — f(z) (egyértékű folytonos) függvény esetén függ a G (rektifi- 
kálható) görbe alakjától. 

2". Könnyű azonban olyan függvényeket találni (pl. z", n egész 50; De zn), 
amelyeknek görbe menti integrálja nem függ a görbe alakjától, csax kezdő- és vég- 
pontjátél; sőt rögzített a kezdőpont és változó z végpont esetén az integrál csak a z 
függvénye : 


F(2) — [0 dt, 


ahol a görbe G jelölését — mint szükségtelent — elhagytuk. Ezen F(z) függvényről 
mint az f(z) függvény egy primitív függvényéről beszélhetünk. 


3". Kimutatható, hogy ha F(z) egy T tartományban (egyértékű) fegaláris, és 
F (2, — f(z) a T-ben folytonos, akkor az f(z) függvénynek a T-beli G görbe mentén 
vett integrálja független a G alakjától. Pl. sima G esetén: 


(G) J KO dt 1. Fém 1 dm) dt 5 A. ezése dzs 


a. a 


—FI-01— F[f(o)]— F(2) — F(a). (4) 


Eszerint a folytonos F"(z) — f(z) deriváltú reguláris F(z) függvény az f(z) egy primitív 
függvénye. 
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Megfordítva, ha egy T tartományban F(z) egy primitív függvénye a folytonos 
f(2)-nek, vagyis az f(2)-nek a T-beli G mentén vett integrálja független a G alakjától, 
akkor — mint igazolható — a T-ben F(z) reguláris, és F (2) — f(2). 

4.A primitív függvény elnevezés jogos, mert — miként a valósban — 


bv 


2. [0d—2) és [Fe dz — Fi) — Figy; 6) 


Ha egy T-ben egy F(z) reguláris függvény deriváltja F"(z) — 0, akkor — az utóbbi 
formula szerint — az F(z) — C tetszőleges állandó, amint ezt már a differenciálásnál 
megismertük. 

. . 1 ARE h bd , sk 

Az előbbiek szerint egy T-ben reguláris F(z) folytonos F"(2) — f(z) deriváltjának 
hátározatlan integrálja mint a primitív függvények összessége 


[od — [oda [94—C-4 Fe) — [10 dt, (6a) 
mert mindezekre és csak ezekre érvényes, hogy 
8 F(2) -C 
z (Fe) C1—f2), (6b) 


ahol c tetszőleges, a rögzített állandó (kezdőpont). 


Egyelőre még nem ismerünk olyan fajta f(z) függvényeket, amelyek határózátlán 
integrálja létezik; viszont könnyen találhatunk olyan f(2)-ket, amelyeké nem létezik, 
pl. z, zi!z! stb. 


Példák 


1. Számítsuk ki — a definíció alapján — az alábbi görbe menti integrálok értékét: 
A) f(z) — I, az a és b közt tetszőleges görbe mentén; 
B) f(2) — z, az a és b közt tetszőleges görbe mentén; 
C) f2)—(2z—z) !taz—z 1 ret, 0 St 2m kör mentén. 
Megoldás. Az I-ben tanultak szerint járunk el. 


A) f.L. dz — lm 1- 42 — im § 1. (z4 — 241) — 


k-1 


Stmjészejek goge ése Pl ea lépj [od 


aholbd — z,, a — 29. Ha, speciálisan, a — b, akkor 


b 1-dz— 0. 


17 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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B) Két 9-val dolgozunk, az egyikben (4, — Z4 a másikban C, — 24-41 választással. 
Ily módon 


5 Tim b. (zt 24—1) (Zx — 241) — 5 5 Tim 3 (z4 — 24) ——- 5 Tim [(02 — z3 ,) -- 


jesz; 1 


; 3 Rt 
-- (21 — do) bek (4— 2) 4 (4— a] — 7 6? — a), 
Ha speciálisan a — b, akkor 
b z.dz—0. 


C) A ( Cgt a P, B, körív közepén vesszük fel, azaz 
s -HIk—i Atr 5) 


a f 4 TA í a. z 
C.—re 2  — relrs; továbbá Az, — r (eltk — eit ) — relrx: (e 27-—e 2 


RE . At ége 
— i eír, : 2r sin 91. —ieirk: As, 
ahol At, — t, — t, 1, és As, — ] Az, I. Ezek felhasználá- 
sával írhatjuk, hogy 
dz n gel AS 


zek e gé 


sé tét S 49475 2r a — 2 i, 
kz1 


Tr 


láthatóan függetlenül a kör 7 sugarától, 
2. — Számítsuk ki az f(z) — z függvénynek (az a — 0 és b— 1-- i pontok közötti és) 
a 90. ábrán feltüntetett görbék mentén vett integrálját, 

Megoldás. Az I" 3"-ben tanult módon járunk el. 


1-i 1 


971 971 
A) (G.) ( z dz Í; x dx 7- 1— vig -[5] [9 s] — 


z50 xsz0 s 


ts 5 
-53i45—14i; 


Látható, hogy a három különböző görbe mentén más és más eredményt kaptunk 
2 0-tól 1 -- i-ig vett integrálra. Integrálunk értéke függ a görbe alakjától. Ennek az az 
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oka, hogy bár f(z) — z folytonos, azonban nincs olyan (egyértékű) reguláris F(z) 
függvény, amelyre F"(z) — Z lenne. 
35 Határozzuk meg az alábbi függvények tetszőleges görbe mentén vett integrálját, 
illetve egy-egy primitív függvényét; 

A) 


j 8 dt ; B) ! e dé; C) í cos Ü di. 
10) 


Fame 81 
Oh 


Megoldás. Az integrálandó f(z) függvények mind folytonosak, és mindegyikhez 
található olyan (egyértékű) reguláris F(z) függvény, amelyre F"(z) — (2). "Ezért 
mindhárom integrál sugöcélek a görbe alakjától, és eredménye egy-egy primitív függ- 
vény. 


Ah áz BE Let 
1 4 [1 kj 


B) ) edd—[e 4 —e— 1. 
C) j cos € dt — (sin - 16 — sin z. 


8) CAUCHY integ- I. A tétel és jelentősége. 17. E tétel mutatja 
— ráltétele (főtétel) meg a regularitás teljes jelentőségét; meghatározza azon 
függvények osztályát, amelyek határozatlan integrálja 
létezik; következtetni enged bizonyos fajta függvények akárhányszori differenciál- 
hatóságára és hatványsorba fejthetőségére ; általában a további tételek jó része lényege- 
sen támaszkodik Caucny e tételére. Kiemelkedő fontossága miatt a komplex függvény- 
tan főtétele néven is szokták emlegetni. 
2". — CaucHY integráltétele így hangzik: Egyszeresen összefüggő korlátos T 
tartományban reguláris f(z) függvény integrálja bármely, e tartománybeli rektifi- 
kálható zárt G görbe mentén zérus; jelekkel: 


J (G) b f(z) dz — 0. . a 


A G (összeeső) kezdő- és végpontjának feltüntetése felesleges. A G nemcsak 
JoRDAN-görbe lehet; pl. önmagát keresztezheti. Ha f(z) a T zárt tartományban is regu- 
láris, akkor a tétel a T kerületére (K) is felírható. 

A Caucny -tétel modern, GOURSAT-tól származó igazolása tekintetében az iro- 
dalomra utalunk." Itt csupán a régebbi, Caucny-féle bizonyítást mutatjuk meg, 
amely még f (2) folytonosságát is feltételezte. 


Ui. aza) a) DP értelmében a (G) (0) f(z) dz— 0 követelmény egyenértékű a 


(GY Ő (udx—vdy—0 és (G) ÉP (vdx-k a dy) —0 
071, pl. Honwton: ÍM. 748 I 


st igei 
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követelményekkel. Ez utóbbiak teljesüléséhez — egyszeresen összefüggő T tartomány- 
ban — elegendő az u és a t parciális deriváltjainak T-beli létezése és folytonossága, 
valamint a (CaucHY—RIEMANN-féle feltételekkel azonos) 


9u ÖVE s 9v du 

ya 1-8 öz 
egyenletek T-beli kielégülése. Mindezek — feltételeinek értelmében —fennállnak, s így 
a tétel bizonyítást nyert. 

3". Bebizonyítható, hogy a tétel a T tartomány K kerületére akkor is igaz, ha f(z) 
a nyílt T-ben reguláris, a zárt T-ben pedíg csak folytonos." 

II". A Caucuy-tétel következményei. 1". Egyszeresen  össze- 
függő korlátos T tartományban reguláris f(z) függvény bármely, e tartománybeli rekti- 
fikálható G görbe mentén vett integrálja független a görbe alakjától és (rögzített a kezdő- 
pont esetén) csupán a változó z végpont függvénye : 


F(2) — [ (0) dr. 2) 


a 
Ui. az a-tól a Z-ig vont (és az utóbbi felé irányított) különböző G, és G, görbe 
mentén vett integrál különbsége 


a 


(G) [ 2) dt — (Gy [ HD dt — (GY [D d -- (Gy) [ (0 dt — 


— (G1-4Gy) Ő (2) dt — 0, 
tehát az állításnak megfelelően 


(GY [0 at — (Gy [0 at — [10 at. 


2". Az 17-beli feltételek mellett az említett F(z) függvény a T tartományban (egy- 
értékű) reguláris és éppen az f(z) egyik primitív függvényével azonos; ti. azzal, amelyre 
nézve F(a) — 0. Azon primitív függvény pedig, melyre nézve F(a) — F., nyilván 


F)— [ADdt 4 Fa. 8) 
Igazolását itt mellőzzük." r 
3". Az 1-beli feltételek mellett az f(z) függvény határozatlan integrálja a T tartc- 
mányban előállítható az 


[hod - [od [(Dd—C-4 Ft — [0 az (4) 
alakban, ahol c tetszőleges állandó, F(z) pedig egy primitív függvény. 


ta [L. pl. [pusazoe (M. 2.]. 
t L. pl. Szász [M. 4.) II. k. 
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4". Az 1-beli feltételek mellett az f(z) függvény bármely, a T tartományban, a 
z, és a zs pont között futó rektifikálható görbe mentén vett integrálja kifejezhető az f(Z) 
egy tetszőleges primitív függvényének a z4 és a z, helyen felvett értékeivel, az 


(8) 


f(z2) — dz— F(z) — FG) 169) 


[8 


NEWTON —LEIBNIZ -formula szerint. 
Ui; a 3" szerint, c. 24 és. 2  zz méllett 


[ (0d£—C, 4 F(z) — 0, azaz C) — — F(z), 


és ezzel — állításunknak megfelelően — 


[no dr — F(zo) -- C1 — F(zg) — Ft). 


57 A2,3 és 4 értelmében a primitív függvény, a határozatlan integrál fogalma 
és a NEWTON —LEIBNIZ-formula, következésképpen az elemi függvények integrálási 
formulái és módszerei —  égyszeresen összefüggő 
korlátos T tartományban reguláris f(z) függvényekre 
— ugyanazok, mint a valósban. 


III". Többszörösen összefüggő. 
tartományra is általánosítható CaucHY fen- 
tebbi tétele: (n -- 1)-szeresen összefüggő korlátos 
zárt T elsz s át s reguláris f(z) függvénynek a 
T teljes K — K) -- k, -- . . . 1- k, kerülete mentén 
— állandóan pl. bal oldalt maradó T mellett — vett 


91. ábra 
integrálja zérussal egyenlő; rövidített jelöléssel: 
(K) b f(z) dz — (Kg) b ad dzd S (k) h f(2) dz — 0. (6) 
hod - 1£1 


Ui. Y1 Var: YVn átmetszésekkel az (n -- 1) szeresen összefüggő T egyszeresen 
összefüggővé alakítható (91. ábra), tehát K — K, 1-2 ző yt 2 k; teljes (össze- 


függő) kerülete mentén — baloldali T mellett — vett integtáljá; CaucHy tétele 
szerint: 


K$-KIGtSm[48 HEVE Zmf[-x$rZwó, 


amint állítottuk. 


A tétel a teljes K-K Tt jé k; kerületre az I" 47-belihez hasonló szigorúbb fel- 
tételek mellett is igaz. 
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Megjegyzés. Az IS II" és III?" szakaszban szerzett ismereteink alapján 
már számos integrálfeladatot lehet megoldani. Ezek közül — fontosságukra való tekin- 
tettel — felhívjuk a figyelmet a (z — a)" hatványok, köztük a (z — a)7! hatvány a 
körüli integráljára, 


ménnőák 
1. Integráljuk az alábbi függvényeket a (nyílt) z sík bármely zárt görbéje mentén: 
A) 23; B) esz; Cy-sinz; D) chz. 


Megoldás. Az adott függvények mindegyike az egész (nyílt) z síkon reguláris, 
tehát itt zárt görbe menti integráljuk — Caucny tétele értelmében — zérus. 


"  Ellenőrzésképpen integrájuk az f(z) — 2? függvényt az r — cos p, — x/2 5 psz 
zz mx/2 kör mentén. Ekkor 


4 EFAlSÉsa a 
2—erCcsp-z (e2iv4- 1), dz — ietir do, 


tehát 
zj2 li zj2 
b ZA dz e Fi 8) (efiv 3- 1)2 e2ir dp — z Í (eSir 4- 2etiv 1. efiv) dp — 
rö —aj2 —n[2 
ifeSis — etir — efiv] s/2 i[f(—1) —(—1) 1-1  (—1)—(—1) 
— E kézzeőgb 3- kászttes söszzál Mlssaszzi 
4 E 2i T 2i ] sző A 6i zt; Esés. 2i ] 0, 


amint állítottuk. 
2. Integráljuk az előbbi függvényeket a (nyílt) sík tetszőleges görbeíve mentén. 


Megoldás. A bp — — 0 következménye, hogy a (G) független a G görbe alakjától. 


A kérdezett integrálok tehát közvetlenül a Newton — ILeibniz- formulával számíthatók, 


azaz 
z 37z 1 1 2271 
A [ea —[51—5(2— a); B) f ez az —]5 ses l; 
a a 3 [új 2 0 
a f. ű 
C) (sin z dz — J— cos z]Jf — 2; D) f chzdz — Íshz]§ — sh1. 
a ,0 


Ellenőtzésképpen integráljuk az f(2)—sinz függvényt az y—0, 0Sxzsm 
tengelyszakasz mentén. Ekkor 


(G) Ív sin z dz — ( sinxdx—]— cosx]jj — 2, mint előbb... 
7-0 r—-0 


3. Számtsuk ki az alábbi görbe menti integrálokat: 


1-3 
A) ( chzdz, y—xX, 9—rG1  parabolaív; 
Ő 
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izj[2 
B) j edz, elp, (Ep 


u 


a 


spirálisív; 


3 EE tez IT 
C) fzédz, r—j[os2o, 0Spz 2  lemniszkátaív. 
0 
Megoldás, Mindhárom integrálandó reguláris az egész (nyílt) z síkon, tehát integ- 
ráljuk csak a görbe kezdő- és végpontjától függ és a NEWTON — LEIBNIZ-formulával 
számítható. é 
1-i 7 
A) fehz dz — [shz]j""—sh(1 71-i) 
o 
iz/2 A 
B) ( edz—lelr?—i—1. 
j 2 
1 zza tét 
ci aaz -[5]-r 
n o 7 
Gondoljuk meg, hogy — tételeink hiányában — milyen hosszadalmas munkát 
igényelne az ; fi 


fen (x -k ix) (1 4 2 ix) dx, 
o 


— 


sj2. , 
ű e" (1 -- ip) ei7 do, 
Öö 

7/4 § . 2 véges 

( e6ir cos? 29 : eir ESÉSEÉS ESSASN 

Öö Vcos 29 
integráloknak valós és képzetes részre való bon- 92. ábra 
tása, majd valós alapon történő integrálása. 


4. Mutassuk meg, hogy az alábbi integrálok függenek a görbe alakjától: 


A) f Izl]dz, a 92a ábrán látható görbék mentén; 


B) ( ezdz, a 92b ábrán látható görbék mentén. 
[1 
Megoldás. Az integrálandók nem reguláris függvények, és ezért várható az integrá- 
lok függése a görbe alakjától. 


1 B 0 u 
A) (GY f zlldz— fjy1dv— f(—)idy 4 (7 idy — 
2-—i y-—I1 y— --1 n B 
4 yo f let 1 ! 2 
asífe] tits] SEL MLNÉK HL ti 
1 40 
x/2 


(GJ) f Izidz— § 1-etdt—[etjr2, — 2i. 


z- t— Sz[2 
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1-i 1 ő 1-hi 
B) (Gy) ( edz — [ e4—t . (1 -3- i) dt — ] . [e4—DéTj — 
2-0 120 3 észt 
—i[e7ri—1]—il[e(coss1—isin1) —1]; 
1--i 1 1 s 
(G.) ( ez dz — ÍJ ex dx -- ( el-iy-idy — 
zz0 - . gzz0 y-0 
— [e] — [7-0 —e—1—e-i3e—e [273-(cos1—isin1)] — I. 
5. Számítsuk ki az alábbi (szingularitásokkal rendelkező (függvények integrálját a 
megadott zárt görbék mentén. 


A) 2, G:]J2z—3]—1; kör; 


1 
sás Eu ZA ESTE set tét A 
B) f(z) — TI 7" G :1Z 11—1, Rez 50 lemniszkátahurok; 
— SINZ kest és ÁL árélioszi 
C) f(2) T—5D" G:12—1]-3-]12-7- 1] ellipszis. 


Megoldás. Az f(2)-k szinguláris pontjai a G-ken kívül helyezkednek el, vagyis az 
f(2)-k a G-k belsejében regulárisak. Így mindhárom esetben 


(GY Ő f(z) dz — 0. 


6. Tanulmányozzuk a z egész n kitevőjű hatványainak integrálását. 
Megoldás. A) Lássuk először az 1/z integrálását a z — reiv, 0 € p C 2x körvonal 
(K) mentén: 


22 27 


Hja ; 
(x) $ 5 — MEZEGJE —i( do —2zi, 
[9 


reig 


a 


függetlenül az r sugártól. 

Az integrálást az origót (és a K kört) egy- 
szer körülvevő tetszőleges C zárt görbe mentén 
végezve, ugyanazon eredményt kapjuk; ui. 
Caucny tétele értelmében 


0$62-w0$f-0 


eg 


azaz 


0 $ Z 2 2zi. 


B) Integráljuk most az 1/z2-t az 1 és a z 
93. ábra pont között, a negatív valós féltengely mentén 
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bemetszett z sík (7) valamely (az origót nem metsző) görbéje (1) mentén (93. áb- 
ra), figyelembe véve, hogy a T-ben az 


hhz—ln]z[-diarcez, —xdarczsm 


é 4 tdz 
függvény, vagyis a logaritmus főága és az (7) ég; üggvény egyaránt az 1/z primitív 
Í 


függvényei, tehát 
Z A 
d 
§ S inzkC, . sőt új: — laz, 
g z 
a . 1 
mert z — 1-nél C — 0 adódik. Ezzel megkaptuk az ln z integrál előállítását. 
C) Végezzük el most az 1/z integrálását az 1 és a z pont közötti tetszőleges, a fenti 
bemetszésen is ismételten (de az origón nem) áthaladó görbe (L) mentén; ennek egyik 
darabja (Lp —L — L, — L,) éppen n— 1 zárt hurkot képez az origó körül, meg- 


maradó darabja (L, -- L, — L — L,) pedig a fentebbi / görbével alkot újabb hurkot 
(93.. ábra). Írhatjuk tehát (pozitív értelmű körüljárásokat feltételezve), hogy 


DD [5 -0f[7- CG 2 e4L—DŐ S — Zn, 
ahonnan 


n[f-of§ 2. onri—inz 1 ?nti— Láz. 


Ezzel megkaptuk az Ln z függvény integrál-előállítását. 
D) Integráljuk most a z" (n -£ — 1) egész kitevőjű hatványokat a fentebbi C és 
K görbe mentén: 
27 27 


(C) h zdz — (K) f zrdz — J meine .ireie dp — inti J eln De dp — 


o 


n--1 
— I [elntnej — 
n 41 n -- 


11—11-0 n14-D. 


E) A fentebbi / és L görbe mentén integrálva, kapjuk, hogy 


znti 
(0) [/7az—- 


1 


ahol EZ. is 
E n 


továbbá hi 

(2) f zndz— (1)  2d2—(1—D b zdz—0, 
s ily módon : 
zn?ti 1 


2) [/Dd-55—-ggT 
1 
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F) A D)-beli eredmények (n — — 2, — 3, . . . esetén) azt mutatják, hogy a C 


belsejében szingularitással rendelkező f(z) függvénynél i is lehet a (C) b f(2) dz — 0. 
E körülmény a későbbi reziduum-tétel fényében nyer majd magyarázatot. 


G) Megjegyzendő, hogy a fentebbiek értelemszerűen megismételhetők a (z — a)" 
egész kitevőjű hatványok integrálására; az origó kitüntetett szerepét ekkor az a pont 


veszi át. Az eredmények változatlanok: hé 
0, ha n£ — 1, 
(ÖY lg AZ er ea é e ET, 
y) A CaucHYy-féle IT. A formula és jelentősége. 1. E—CaucHy 
integyálformúla integráltételére támaszkodó — integrálformula a T zárt 


tartományban reguláris f(z) függvény számos fontos tulajdonságára (pl. az f(2) akár- 
hányszori differenciálhatóságára) mutat rá, illetve enged következtetni. 

2", Caucny formulája: Ha T egyszeresen összefüggő korlátos tartomány, és benne 
f(2) reguláris függvény, G pedig tetszőleges rektifikálható zárt JORDAN-görbe, akkor a 
belsejében levő bármely z pontban a függvényérték 


ka 


[10-i et 3.) 


2mig, Ü—z jó 


vagyis teljesen meghatározzák a G görbe menti f(C) függvényértékek. A G körüljárása 
pozitív értelemben végzendő, vagyis a G belseje bal oldalt tartandó ; különben az integ- 
rál előjelet vált. ( Tetszőleges rektifikálható görbe esetén ezen irányítási szabály értel- 
metlen.) 

3". Ha a z a G-n kívül van, de a T-ben, akkor a T kerületéről induló és a (G-n kívül) 
2-ig húzódó bemetszéssel nyert új, egyszeresen összefüggő tartományban mindenütt 
reguláris az integrálandó 4 iz tehát CaucHYy tétele értelmében 


J(0) dt za 
37i 7 Ő sz (8) 


at -7Z 


4". Ha f(2) a T zárt tartományban is reguláris, akkor a CaucHnY-formula a T kerü- 
tetére (K) is felírható. Igazolását itt mellőzzük.r 

Bebizonyítható, hogy a formula a T tartomány K kerületére akkor is igaz, ha f(Z) 
a nyílt T-ben reguláris, a zárt T-ben pedig csak folytonos. 

5". A Caucny-formula (n -- 1)-szeresen összefüggő korlátos T tartomány K — 
— Ko -- kp 7 ...--k, teljes (és a balkéz-szabály szerint irányított) kerületére is 
felírható a 8) III"-belihez hasonló megfontolással; rövidített jelöléssel: 


Szaz oétánó e) 


ahol z a T tartomány tetszőleges belső pontja. 


$ L. pl. Szász : [M. 4.] H. k. 
$$ L. pl. Mrusazxos [M. 2.1 


a) REGULÁRIS FÜGGVÉNYEK INTEGRÁLÁSA y) III? 267 


II. Caucny-típusú integrál. 1. A CaucHY-formulának az esetben 
is van értelme, ha a G tetszőleges, nem feltétlenül zárt rektifikálható görbe a nyílt síkon, 
az f(z) bármilyen, a G mentén folytonos függvény, a z pedig valamely, a G-n kívül fekvő 
pont. Az így adódó 

l (rfOdt 
p(z) — 5 ; 


Zdid CG —z 
(G) : 
z paraméteres integrált CaucHY-típusú integrál néven szokták emlegetni. 
2". Az ilyen integrálokra vonatkozik a következő tétel: A CaucHny-típusú 
integrál által meghatározott p(z) függvény reguláris bármely olyan korlátos tartomány- 
ban, mely a G görbe pontjait nem tartalmazza; deriváltja ott 


(4) 


; 1 HE) di 
ÜLET TS ZET a S 
(Gy 
alakú; sőt e tartományban akárhányadik deriváltja is létezik 
j merve bár 
vid ze] g-ra 9 


(G 
alakban. 


E formula a (4)-ből a z paraméter szerinti n-szeri deriválás útján nyerhető. 

3. Ha speciálisan G valamely zárt sima görbe, Co, 2, és z, pedig rendre a G-n 
magán, a G belsejében, illetve külsejében elhelyezkedő tetszőleges pont, végül f(z) a G 
minden pontjában reguláris, akkor a z, — Ca és a z, 5 Ca határátmenetnél p(z) kimutat- 
hatóan egy-egy véges határértékhez tart, mégpedig 


1) d j 
Pro — 3 ris it gi 8. P(Co): (7a) 
illetve 
atás TAGÓS zek ege (7b) 
BoszgÓz-z 3? 0/" 


Ezek SzonHockij formulái. Összefüggésük nyilván 


1 H(O)dE 2 so 7 Pro kés sét 
Szi 9. ka ES; 3 , vagy P(Co) — Pso — Pro (c) 


III. EGET rendű deriváltak, 17. A CaucHy-formula a 
CaucHy-típusú integrál speciális esete. Következésképpen rá is vonatozik az előbb 
megállapított akárhányszori differenciálhatóság. 

Igaz tehát a következő, nagy horderejű tétel: Ha valamely egyértékű komplex 
változós f(z) függvény reguláris a T tartományban, azaz ott mindenütt létezik első deri- 
váltja, akkor ugyanott Glásnágyágyeltat deriváltja is létezik, és alakja (n — I, 2, . . . ) 


gl f(0) dt 
a 7 
fő) mid. ((—zjrri (8) 
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ahol G a T-ben futó tetszőleges zárt JORDAN -görbe, amelynek belseje — ahol z egy 
tetszőleges pont — a T-hez tartozik. 

2". E formula 0! —1 és f(0(z) — f(z) megállapodásssal n — 0 esetben is igaz 
marad, sőt ekkor azonos a CaucHY-formulával. 

A tételből következik, hogy a T-ben reguláris függvény akárhányadik deriváltja 
szintén reguláris (mert ott differenciálható). 

Hangsúlyozzuk, hogy a T-ben differenciálható komplex változós függvények 
szóban forgó sajátsága távolról sincs meg az X szakaszon differenciálható valós változós 
függvények körében; ui. itt az első derivált létezéséből esetleg még annak folytonossága 
sem következik. 


Példák 


1. Állapítsuk meg az alábbi integrálok értékét: 


de, (dt esz ci 


996—-2 (ge 72 . (6 


A) 


itt G a z pontot körülvevő tetszőleges zárt JORDAN -görbe. 
Megoldás. A Caucny-formula alapján az eredmények közvetlenül felírhatók. 


1.d. , 
A) ölése —27i:1— 2 ri, megegyezésben a korábban nyert eredmény- 
(Gys 
nyel. 
Cd ő : d 
BBB té PE egg e 
a b—zz GT 2 


2. Számítsuk ki az alábbi integrálokat: 


118 
ABS ez őj szi 
íg 2—T/ 
"ez ! 11 
B) tasks G:12—7]—1; 
(GPL a j 
ee üg 3 
ESZE ESEN Hl EE 
9 hi AT1?. Gr2-ié5. 


Megoldás. A CaucHyY-formulát alkalmazzuk. 
A) 65 izé s — 2 xi: sin§ r/2 — 2 ri 


B) Az integrálandót él alakra hozzuk, ahol f(z) a G mentén és belsejében 


reguláris. 
ez 


d. 


ú tszmzztssmzézs [LEE 
ez dz z 31 et 
ti 2 : 1 A 
b 72-i b zi öletr ZETBE Tisz sál ás 
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C) A B)-hez hasonlóan 


ZTeT 
zt esz dz Zz 93-i 4 ÖsEkéÉ i41 eri 
BAT s szet teng it 
(G) (G) 
3. Alkalmas átalakítás után számítsuk ki az alábbi integrálokat: 
ft, d 
A) mt szt G.:]1z—5]—1, G.:]z—1]—l, 
el rő ; i 
8 G.:1z]s 2. 
dz 3 1 1 
B) KEZZESVŰ G.:]2—4ij—l, Go:I217 5 Gs:12z—1]— 5 


3 3 
G.:I2z-4F1I—7 Gs.:1zl- 2. 


Megoldás. Az integrálandót SES. sú alakú törtek összegére bontjuk, majd a CAUcHY- 
tételt és -formulát alkalmazzuk. 
TT — 0, mert T.-ben f(z) reguláris; a továbbiakban felhasználjuk az 
(Gy) f 
1 eti 1 1 1 
172? S5lrsi vézazi] 
felbontás; 
dz ; ) m dz dz ] d 
SES — — hB—-[——(27i—0— mg, 
et t2 2i[lgy2—i  gzti 
mert z — i beleesik T2-be, de z — —i nem; I 
dz 1 1 
e za — sz — 54 ; —m— — 
TT FIKöz z—i $zzr] 57 (0 a) 17 
mert z — —i beleesik T5-ba, de z — i nem; 
dz 1 ] 1 3 3 
TÉRLasszE b Set sz —— (2xi—2xi)—0, 
É$TTA HR AZE ST; 2i 


mert z — I i egyaránt beleesik a T4-be. 
B) Felhasználjuk az 
1 .1—2-zt 1 1 zZ 
z(2—-1) " 2(2—D SZE 


felbontást, s egyébként az előbbi meggondolásokkal élünk. 


1 8 5 
Ő — 0; b —-—2ni:1——2 mi; b--:2xil— mi, 
(G.) (Gaj (G) ki 
1 £ B 4 b 
b -—--2mi. —D- zi $——fgit mik ni — 0. 


íGú 2 TEGAN 
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4. Számítsuk ki — bizonyos függvények deriváltjainak felhasználásával — az 

alábbi integrálokat: 
d ; € d- 
A ms en G:1€—zi—r; B) : —a, G:I1C—z]l—r; 
) b (( — zt 1. i ) § (Z — zeti ! 3 j 

sin? z dz 5 ezz dz . 3 

G : —2j— 2; D ESZEZEETT S Gtiz—il——- 

c) $z zza: eze] ) $ tes 1-5 


Megoldás. Ezen integrálokat — a III"-ban tanultak értelmében — az 


fd 2Tir 
d e— ga ara 
formula segítségével tudjuk kiszámítani, ha ismeretes fV(2). 


A) Mt f(2) 1, fg zo (Hol 2,...), tehát 


ICRSGTL ÁL 
TESZ JE sts Si 
ÜGY Ldgsérá 
összhangban régebbi ismereteinkkel. 
B) Itt f(229—z, f(2—1, f/(29—...—fo(2) —0, 
tehát . 
Cd( CZ dc 5 
sat 43 Rt 2 52. 7-0 (n — 2, 3, dd 
HE 27 ák huző Ű 
b (Z — 2) FAé (€— zjn 
C) Itt f(z) — sins3z, f (2) — 2-cós 2z, 
tehát 
sin? z dz 2mi IT 
És GEES EZ TSA e ÖT 
be — alj. "21 kéngágic Tej 


DJLTEE (2) er, try ee e AZ 2 


(z 4 ij)? ye Eshis s? 
tehát ay 
e7z 
(z —- ij sz(2i) — 2 IT 
E-Z 2 mieri - ÜL TŐB (1 — si) 


I. MoRERA tétele. 17". A tétel, amely egyébként a. 
Caucny-féle - integráltétel megfordítása, így szól: 
Ha valamely f(z) függvény az egyszeresen összefüggő 
T tartományban folytonos, továbbá a T-ben bármely 


rektifikálható zárt görbe mentén vett integrálja zérus, akkor f(z) a T-ben EESRÉKÍTSS függ- 
vény, 


ő) További tételek a 
reguláris függvé- 
nyekre 
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2". Ui. ha a T-ben folytonos f(z) esetén b f(C) di —0, vagy ami ugyanaz, Í J(C) dr — 


z F(z), függetlenül a görbe alakjától, akkor — az a) II" 3" értelmében — a T-ben 
F(2) reguláris és F"(z) — f(2), sőt a y) III" 1" szerint még az F(z) — f(2) is reguláris a 
T-ben. : 


II". Középérték-tétel. 1". Alkalmazzuk a CaucHY-formulát a ( — z -- 
t reiv, 0 S p a 2 x körívre és z középpontjára. Figyelembe véve, hogy 


di — i(C( — 2) dp — ireir do, 
formulánk az 


1 1 ka 
fg 6 ez zs [104-KIOI 40) 


ún. Gauss-formulába megy át, mely a reguláris függvények középérték-tételének 
tekinthető. Valós és képzetes részre bontva: kapjuk, hogy 


p.s 27 
uz) — gi [ al dp—KIDI  v(2d— s [7/046—-KDDI. 0 
ő ú 


2". Eszerint a T regularitási tartományban az f(z) függvénynek valamely z közép- 
pontú és tetszőleges r sugarú körön (következésképpen tetszőleges r sugarú kör belsejé- 
ben) ve-t aritmetikai középértéke egyenlő-a függvény z középpontbeli értékével. Ugyanez 
áll az u(2) valós és a v(z) képzetes részre. 

3". Figyelembe véve tetszőleges (kétszer folytonosan differenciálható) p(z) függ- 
vény (Ap), LAPLACE-kifejezésének 


. KIp(Ö] — e(z 
rO0 r 
értelmezését," nyilvánvaló, hogy a T-ben reguláris f(z) függvény LAPLACcE-kifejezése 
és hasonlóan — a A operátor linearitásával összhangban — az u(zZ) valós és a v(z) képze- 
tes részé ott azonosan zérus; jelekkel: 


AJ 0, azaz Aumxo0, és AvG0. f (4) 


Más szóval a T-ben reguláris f(z) függvény, valamint u(z) valós és v(z) képzetes része ott 
harmonikus — amint ezt már a 2. §. e) y)-ból tudjuk." 


III". Az if(2): maximum-elve. 1". Az előbb tárgyalt középérték-tétel- 
ből következik az alábbi maximum-elv: A T zárt tartományban reguláris és nem 


konstans f(z) függvénynek, valamint u(z) valós és v(z) képzetes részének abszolút értéke 
nem velieti fel maximumát a T belsejében. , 


§ L. pl. a B. III. kötetben. 
?3 A harmonikus függvények további tulajdonságairól 1. JIaepenmtvee—Illaőam [M. 1.] IXI. 1. 
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A tétel értelmében az említett abszolút értékek feltétlenül a T határán érik el 
maximumukat. 

2". Ha az említett függvények a T-ben nem válnak zérussá, akkor — egyébként 
változatlan feltételek mellett — az értelemszerűen hasonló minimum-elv is igaz rájuk. 


b) Reguláris függvények TAYLOR-sorfejtése 


a) Reguláris függ- I". WEIERSTRASS első tétele. 1. Legyen adva az 
vények egyenle- 
tesen konver- fiz) fel) HF... HT... 
gens sora 


végtelen függvénysor, amelynek minden tagja reguláris a 

T tartományban. Tegyük fel, hogy e sor a T minden pont- 
jában konvergens; összegét jelöljük f(z)-vel. Kérdés, milyen feltétel mellett lesz a 
T-ben f(z) maga is reguláris. 

2", E feltétel sorunk egyenletes konvergenciája a T tartományban vagy legalábbis 
minden olyan zárt T" tartományban, amely egészen a T-ben helyezkedik el. Ez utóbbit 
feltételezve, "WEIERSTRASs első tétele kimondja, hogy a) a sorunk által meghatározott 
f(2) függvény a T-ben reguláris; b) sorunkat akárhányszor differenciálva, az így nyert 
új sor szintén egyenletesen konvergens minden, aT belsejében fekvő zárt T" tartomány- 
ban és az f,(z) függvények deriváltjaiból épül fel, más szóval sorunk tagonként 
akárhányszor differenciálható." 

Megjegyzendő, hogy a valós változós függvények egyenletesen konvergens sorá- 
nál a tagonkénti differenciálás nem megengedett. 


8) Reguláris függ- ! I". Hatványsor. TaYLoR-sor, 1". Alkalmazzuk 
vények " TAYLOR- WEIERSTRASS fentebbi tételét az 
sorfejtése 
f2) — cg -H cs (z — 0) c (z — aj -k FESS ai 
Fec (z— ay -... (1a) 


hatványsorra. E tétel szerint f(z) a hatványsor ] Zz — a] CZ R 5 0 konvergenciakörében 
reguláris, továbbá a hatványsor ott tagonként akárhányszor differenciálható, vagyis 
f(2) —cp3-2c9(z— a) 4... nc, (z — apr 13 . 
f(2—2c93-3:2c9(z— a) 3... 3-n(n— 1) c, (z — a)r72kt , .. 


f(2) —nlc, A (n3- Dlc,.1(z— a) -- . .. 
27. E hatványsorokat a z — a helyen vizsgálva, a 


f(a) f (a) , .. f9(a) 


cs —f(a)), c€5-——, c ap tér ni 


(2a) 


összefüggéseket kapjuk, amelyek felhasználásával eredeti hatványsorunk az 


2 — fe — 9 0 te le 


alakban írható. 


(z — a)" 3... (lb) 


— a) -- ver 


§ A tétel igazolását I. pl. [Mpusazos ([M. 2.] 161—164. o. 
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Látható tehát, hogy bármely hatványsor úgy tekinthető, mint összegének TAYLOR- 


sora. 
3. Feka hogy az együtthatók — CaucHY formulája szerint — az (2b) 
fg ze (0) KOdt fa 1 IO dt jog 1 HO) dt 
5 rgy t—a! 1! 2girgy(t—2zyzt TT ni 2 mi /G) (CG — zni 


alakban is előállíthatók, ahola G görbe alz— a: CR 
kör belsejében veendő. 

II. Reguláris függvény TAYLOR - 
sora. 1". Legyen az f(2) függvény reguláris a T 
jelű !z — a: a R körtartományban. Tekintsük to- 
vábbá a G" jelű iC— a! —R" a R körvonalat és 
ennek T" jelű o(227—]2—aji CR" belsejét (94. 
ábra). 


Az utóbbi €-kra és z-re nyilván érvényes a 


; 1 (2) dt 
TSS EE ee Ez Ca) 94. ábra 


CaucuHYy -formula. Az itt szereplő (€ — 2)7! kifejezés előállítható az 


HT 4 s 1 MÉ [- A 
€—2 T—g—e—gj  T—zj 2—a" 
4— a 
1 , 27—aj , (7—a?f z —ayr B 
Szet eg keze kán ES a ter] (4) 


geometriai sor alakjában, amely a G" kör C€ pontjaira egyenletesen konvergens, 18980 
0./-.R zi, 


2". E sorfejtést behelyettesítve a  CaucHy-formulába, majd az így nyert sort 
(egyenletes konvergenciájának megfelelően) tagonként integrálva, az 


ij ez 1 0 di E alanebs b f(E) dt 2— Ph HOdt 


44. . gb 
2mirgy 0—a 2 mi Gr (c— 9)? IBGGRÜEETT cg (£—agett 1890 
hatványsorhoz jutunk. Ennek 
1 ő n) 
c), 7 b 0 dt együtthatóiban az — — JT 9 (5) 


2 gi (Gr) (Z VEN apr" 
értékek ismerhetők fel CaucHY formulái alapján, tehát f(z2) előállítható a 


MAZO te ka 4 e 


(z zza eg TESB vá (832 


TAYLOR -sor alakjában, 


3". Megjegyzendő, hogy az R" tetszőlegesen megközelítheti az R-et, vagyis a nyert 
sorfejtés a! z — al a R körben minden z pontra érvényes; továbbá az R — a konver- 
18 Komplex függvénytan — 44 231/TV. I 
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gencia megszűnése nélkül — az f(z) legnagyobb (a középpontú) regularitási körének, 
a T nax-nak Rmax Sugaráig növelhető. Ha f(z) minden z -£ co pontban reguláris, akkor 
e legnagyobb kör a nyílt z sík. 

A TAYLOR -soros előállítás — a fentebbiek szerint — lehetséges minden olyan a 
vonatkozási pont környezetében, amely pontban az f(z) függvény reguláris, röviden 
az f(z) minden ún. reguláris pontjában. Következtésképpen egy , a" pont valamely 
környezetében TAYLOR-sorral előállítható függvényt az ,,a" pontban reguláris nak, 
magát az ,,a" pontot a függvény reguláris pontjának nevezzük. A regularitásra 
most megadott új definíció teljesen egyértékű a 2. §. e) y) I"-ben tanulttal. 

Az f(z) függvény nem reguláris pontjait szinguláris pontoknak mondjuk. 

A már említett Rjnax nyilván az a pontnak és az f(z) hozzá legközelebb eső z; 
szinguláris pontjának : 2, — a  távolságával egyenlő. 

Végeredményben megállapíthatjuk, hogy ha az ,,a" az f(z) függvénynek reguláris 
pontja, akkor e függvény (z — a) hatványai szerint haladó TAYLOR -sorba fejthető e pont 
környezetében; a sor T nax konvergenciakörének középpontja az ,,a" pont, kerülete pedig 
áthalad az f(2)-nek az ,,a"-hoz legközelebb eső z, szinguláris pontján. 

4". Tekintve, hogy a komplex differenciálási és TAYLOR-formulák ugyanolyan 
alakúak, mint a megfelelő valósak, így az ez, sin z, shz, In (I -- 2), (1 -- 2)? stb. 
komplex függvények "TAYLOR-sora is megegyezik alakra a megfelelő valósokkal. 


Példák 


1. Állítsuk elő az alábbi függvényeknek a megadott pont környezetére érvényes 
TAYLOR- -sorát: 


A) f2)—e,a—lI; B) f(z2) — sin? z, a — 0; 
és d 
C) f(2) —arthz, a — 0; D) f(2 — VI -- 2, a — 0: 


Megoldás. A) Tekintve, hogy f(1) —f(1) —...—fe0(I) — e, ezért a keresett 
TAYLOR -sor: 


f2—el14 ab egrotse[ ét c 2—1y 


21 s. 71 
B) Ez esetben 
f2)—2sinzcosz —sin2z, f"(2) —2cos2z, f (2) — —2sin2z, 
fIV(z) — — 23 cos2z, fV(z) — 241 sin 22, fVI(z) — 25 cos 2z, ; . a 


tehát a keresett TAYLOR -sor: 


f(z) — 


28 25 1 2 
4 li 26 : I — 72 ző 4. hp ság? all 
GAZ ETEZMLÁÉG EI áztat SZANEÉS SELÁSAT  AATÉLÉE 


-n 
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2715 
C) arth z — 5 ln je 5 14 42—n1—2]— 
szlrezérsez ti .] — szigete 1]- 


3 
íj 1 1 5 
D) 1-2—-40425 1422 —gztb ggg — she] c 1. 


2. Fejtsük TAYLOR -sorba az alábbi függvényeket a megadott pont környezetében; 


1 
AIRaEzs ast B) f(z) — Jas a——I; 
z Ra 
EazA ki zhegős "7: TESTÉN a — 0; D) f(z) — El a — 0. 
Megoldás. A) Minthogy fü0(2) — (— 1a ér , ezért 
f(z) — 78 —1D"Z2—WN, 2—1Icx1 
n—-0 : 
B) Minthogy f6é9(z) — (— 1) ——- — Ves)! , ezért 


gnt2 


19- SntDEGAIM 24IIZL 
n5-0 
EE e ZET OVO ZÁ es 


Zz 
éz BG ÉSZE BE 7907 .... / 


04 44.26 42828 


D)/(—-1--§ 45." 945. "14175 


zésse 


3 Állítsuk elő az alábbi függvények összes ágának a z, —i pont környezetére 
vonatkozó TAYLOR -sorát: 


3 
A) f(2) — Vz; . B) fe) — Lnz. 
Megoldás. A) Az f(2)-t alkalmas alakra hozva, binomiális sorba fejtjük: 


- rt PF ZÁ Age sind, grg] 


f-.G 
ahol [I — evő 37, keV, TI F2sdés 


18" 
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8 s . [97 
B) Laz—Ln -rí—91—i[/ H42km jé 
1 MESE sak s" 
gr 7£2—0—5píz— 0 — 5a(z—i) megt ék E! 
ahol k — 0, -t I, -t- 2, . . :. 


y) Reguláris függ- 
vények zérus- 
helyei 


I. Zérushely és rendszáma. 1". Az a pon- 
tot az f(z) függvény zérüshelyének nevezzük, ha 
fa2a7-0 

Ha e pontban az f(z) reguláris, akkor TAYLOR-sora 
e pont környezetében (69) 


f(2) — ci (z — a) 4 ce (z— 9927... — cp (z — 9)7 -k . . . — (z — a) pi(2), pi(a) A 0 
alakú, lévén cg — f(a) — 0. 5 


2", Ha ezenkívül még ! 


fg elt Jea) Jad . fP(9g ÁZ 


NETEZEK 1 f n! 


2 
I 
II 

? 
a 

09 
II 


akkor TAYLOR -sorunk 
f(2) — c (z — a)" — cp (z— 97 tt 3 ...—(2— a px(2), p(a-z0 


alakot ölt, és ennek megfelelően az a pontot az f(z) függvény n-ed réndű zérushelyének 
mondjuk. 

Látható, hogy a zérushely rendszáma megegyezik az f(z) e helyen zérustól 
különböző legalacsonyabb rendű deriváltjának rendszámával. 


TAYLOR -sorunk összes együtthatója csak akkor lehet zérus, ha az a pont valamely 
környezetében f(2) — 0. 


II". A zérushely környezete. 1" Ha az a az f(2)-nek egyidejűleg 
reguláris pontja és n-ed rendű zérüshelye, akkor ennek környezetében — mint lát- 
tuk — 


f(2) — (z — a" p,(2), P.(a) 40 


alakban állítható elő. Az itt szereplő p,(z) függvény az a pontban folytonos, azaz, 
líim p, (2) — p(a), mert sora az a valamely környezetében konvergens; (sőt az a pont- 
za 


ban még reguláris is az p,(2) mint hatványsor összege). Mivel feltevésünk szerint 
Pn(a) -£ 0, létezik az a-nak olyan környezete, amelyben p, (2) -£ 0. 

Ebből következik e tétet : Ha az , ,a"" pont az f(z) függvénynek egyidejűleg reguláris 
pontja és zérushelye — anélkül, hogy bármely környezetében f(z) — 0 lenne —, akkor 
létezik az ,,a""-nak olyan környezete, amelyben az f(z)-nek nincs több zérushelye. 

2". E tétel következménye: Ha létezik az ,,a" helyen reguláris f(z) függvény a, 


zérushelyeinek ,,a"-hoz konvergáló sorozata, akkor az ,,a" bizonyos környezetében 
ff 0. 
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További következmény (unicitási tétel: Ha a T tartományban reguláris f1(2) 
és f.(z) függvény értékei valamely, a T egy belső ,,a" pontjához konvergáló sorozaton 
megegyeznek, akkor az egész T-ben f.(z) — fe(2)." ; 

Eszerint a T-ben reguláris f(z) függvényt a T egy belső a pontjához konvergáló 
sorozatán felvett értékei teljesen meghatározzák. Az f(z) függvénynek előírt értékek 
alapján való tényleges előállítása az interpoláció feladata. 


0) Analitikus foly- 
tatás. Tükrözés. 
 Poligon-leképzés 


I. Analitikus folytatás. 1. Definíció. Ha az 
fi(2) függvény reguláris a T, tartományban, az f.(2) 
pedig a T.-ben, továbbá a két függvény értékei a két tar- 
tomány közös D részében megegyeznek, akkor azt mondjuk, 
hogy az fo(2) az f.(2) ana litikus folytatása a D-n át a T.-ben. 

Igazolható, hogy rögzített T,, T, és D esetén ezen analitikus folytatás egyértel- 
műen meghatározott. 

Általánosabban: ha az f,(2) 
(k — I, 2, . . . , n) függvények re- 
gulárisak a T, tartományokban, 
továbbá az f,(2) és az f,..1(2) ér- 
tékei a T, és a T,..1 közös D, ré- 
szében megegyeznek, azt mond- 
juk, hogy az f, (2) az f1(2) analiti- 
kus folytatása a (T,) tartomány- 
láncon át a T, tartományban (95a. 
ábra). é 

Igazolható, hogy rögzített T,, 
és D,-, (k.— 1, 2, .:.n) esetén 95. ábra 
ezen analitikus folytatás egyértel- 
műen meghatározott. . Zárt tartománylánc (T, 41) esetén D,,,1-ben az f,,,1(2) nem 
feltétlenül azonos az f1(2)-vel. 


2". Definíció. Ha a T,, tartományokat egyetlen T tartománnyá egyesítjük, és az 
f.(2) analitikus folytatásokat egyetlen f(z) függvény értékeinek tekintjük, azaz 


f2) .-— T(2); haz €C Ti 


akkor az f(z) függvényt a T tartományban analitikus nak nevezzük. 

Az f(z) lehet egy- vagy többértékű; az első esetben függvényünk reguláris a 
T-ben. 

A T tartományban reguláris (egyértékű) f(z) függvénynek a z sík minden lehetsé- 
ges tartományon át nyert összes lehetséges analitikus folytatását egyetlen, általában több 
értékű (esetleg végtelen sok értékű) F(z) függvénnyé egyesítve, teljes analitikus függ- 
vényhez jutunk. A folytatás során a különböző tartományokban nyert reguláris függvé- 
nyek az F(z) reguláris ágai. A 3. §-ban ismertetett elemi függvények mind analitikusak. 

3". WEIERSTRASS "nyomán egyszerűen szerkeszthetünk analitikus függvénye- 
ket olyan TAYLOR-sorok, ún. reguláris elemek útján, amelyek egymást folytatják 


s Ezek igazolását 1. pl. Fuxsz—SABAT [M. 3.] 163. o. 
187 
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konvergenciakörükön túl. A teljes analitikus függvény ún. egzisztencia-tartományának 
természetes határait a függvény szinguláris pontjai képezik (95b. ábra). 

A szinguláris pontok jellegükre nézve ún. egyértékűek, ha környezetükben a függ- 
vény egyértékű (pl. 1/2), egyébként többértékűek (tmás néven elágazási pontok, 


pl. V2). 

Az analitikus függvény reguláris elemeinek konvergenciaköreiből megszerkeszt- 
hető a függvény  RIEMmANN-felülete, amelyen a függvény egyértékű. Valahányszor egy 
új kör a régiekbe nyúlik, azt új RIEMANN-levélre kell felfektetni. 

4". Megemlítjük az analitikus folytatásnak egy egyszerű elégséges feltételét, név 
szerint a folytonos folytatás elvét: 

Legyen a T),, illetve T, egyszeresen összefüggő és közös ponttal nem rendelkező 
tartomány K;, illetve K, kerületének egy közös C szakasza, továbbá az f1(2), illetve. az 
fe(2) a T4-ben, illetve T,-ben reguláris, a T, 3- C-ben, illetve a T, 43- C-ben folytonos 
és a C mentén megegyező értékű függvény; akkor az f.(2), illetve az f,(z) a másik ana- 
litikus folytatása a T,-ben, illetve a T,-ben. 

Az elv igazolása CaucHy-típusú integrálok alkalmazását igényli." 

IP. A tükrözési elv. 17. A folytonos folytatás elvének következménye a 
tükrözési elv: 

Legyen a T, tartomány kerületének valamely C szakasza körív vagy egyenes darab, 
a w —f.(2) függvény pedig valósítsa meg a T, konform leképzését a B, tartományra úgy, 
hogy a C a B kerületének olyan G szaka- 
szába menjen át, amely szintén körív vagy 
egyenes darab. Akkor a w — fi(2) ana- 
litikusan folytatható a w —f.(2) által a 
T.-nek a C-re vonatkozólag inverz T, 
tartományában; továbbá a w — f.(2) a 
T, konform leképzését létesíti a B.-nek 
a G-fe nézve inverz B, tartományára; 
végül az 


96. ábra f(z) — ! (2), Ha 8 érdi 
I £5(2); Ha zéTs 
a T1 4 T, konform leképzését adja a B) -- B.-re (96. ábra). 

Az elv igazolását 1. az irodalomban," 

2". A tükrözési elv alkalmazható a többszörösen összefüggő tartományok konform 
leképzésével kapcsolatos kérdésekre. Segítségével igazolhatótt a koncentrikus kör- 
gyűrűkre vonatkozó alábbi 

tétel: Az r,y CIz] Cr, körgyűrű oz C!w)] I es körgyűrűre való w — f2 
konform leképzésének szükséges és elégséges feltétele : i : 


22 


Te 
——, azaz Ori — or, — 0. 
21 Ti 


$ L. pl. Fuxsz—SABar IM. 3.1]. 
txt L. LAVRENTYEV—S4BAT [M. 1.] 146 o. 
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3". Igénybe vehető a tükrözési elv akkor is, ha a T tartomány kerülete tartalmaz 
egy C analitikus ívet, amelynek z — z(t), a 5 t — B komplex egyenlete az [a, 8] 
szakasz bármely t9 pontjának környezetében 


00 k, 
20 — SZE e — gt 
k-0 új 


alakú sorba fejthető, és e szakaszon Z(z) -£ 0. Segítségével igazolhatótt" az anali- 
tikus folytatás (általánosabb) elve: 


Tartalmazzon a T tartomány kerülete egy C analitikus ívet, amely a T-nek a B 
tartományra való w — f(z) konform leképzése során a G analitikus ívbe megy át. Ez eset- 
ben a w — f(z) függvény analitikusan folytatható a C íven át (tehát a C mentén reguláris). 

Speciális esetben a T és a B egész kerülete (zárt) analitikus görbe; ekkor a w — f(z) 
a T-ben reguláris. 


III". A ScCHWARZ—CRHRISTOFFEL -f éle 
leképzés. 1. Legyen adva a w síkon 
egy korlátos sokszög A, (k — 1, 2, ..., n) 
csúcspontokkal és ezeknél a, rt (0 € ay 2) 
belső szöggel. Keresendő azon w — f(z) függ- 
vény, amely az Inz 50 felső félsík kon- 
form leképzését létesíti a sokszög T belsejére 
(97. ábra). 

A sokszög A, csúcspontjainak felelje- 
nek meg a leképzésnél az x tengely a, 
pontjai, és legyen — oo aa, CT... 
ay, 2 . . . an ZT 4 co. Az a, pontok közül 
— a konform leképzés alaptétele értelmé- 
ben — csak három adható meg tetszőle- 
gesen. 97. ábra 


2. Vázoljuk röviden a levezetés menetét, részletekben az irodalomra utalva: 

Az (ax; aka1) és az (Ak; Akrka1) egyaránt egyenesszakasz lévén, a w — f(2)-re alkal- 
mazható a tükrözési elv; a w—f(z) analitikus folytatása az Im z c 0 alsó félsík konform 
leképzését létesíti a T sokszög (Ar, Aru.1) szakaszra vonatkozó T" tükörképére. Újabb 
analitikus folytatás az Im z — 0 felső félsík konform leképzését adja a T" sokszög (Ar, 
A"xa.1) szakaszra vonatkozó T"" tükörképére. Az eljárást az összes szakaszon vég nélkül 
folytatva, végtelen sok értékű w — F(z2) teljes analitikus függvényhez jutunk. E függ- 
vény bármely két, a felső félsíkban reguláris f"(z) és ff"(2) ága nyilván 


frt(2) — ela ff(2) 4 a 
kapcsolatban van egymással, ahol a. az elfordulást, a az eltolást jellemző állandó, Továbbá, a 
f (2) 
ha 


függvény analitikus folytatásaival együtt (egyértékű) reguláris az egész z síkon a z — ak 
pontok kivételével; ún. fer" (2)Ift" (2) — fe (DIfT (2). 


p(z) — 


HIHET. MO JA7s vő; 
t L. pl. Fuxsz—SaBar ÍM. 3.) 
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Vizsgáljuk móst a p(z) függvényt a z — ax pontok környezetében. Leképző függ- 
vényünk ott — beláthatóan — ; 
f(2) — wo 4 (z — ax)er [c -- cs (Z — ax) 4- ...] cz 0 
alakú, tehát írhatjuk, hogy 


,y tés ak ap—2 sk —-1 
EE) sar (GES TV EGÁLE SETS ET E e TES eb 
f(2) ak Co (Z — Ap)9kTt ek sss Z — dr 


p(2) 


vagyis a p(z) függvénynek a z — ak pontok elsőrendű pólusai, cx—1 reziduumokkal.t Követ- 
kezésképpen a 


n gp: 1 
v(z) — p(2) — 3 


hk—1 2 ük 
üggvény az egész zárt z síkon reguláris, tehát —  LiouvILLE tétele szerint — konstans, 
sőt — a w — f(z) függvény z — oo pontbeli regularitása folyományaképpen — zérus. 
Ezek szerint 
f (2) d 0-1 a—1 9n—1 
2) ——- — — In f(2) — — b -— tt... PF ——— s 
P(z) f (2) dz fe) 2—a 27 d, Z — an 


Integrálva a felső félsíkon, tetszőleges görbe mentén, nyerjük (a logaritmus főértékét 
véve), hogy 


n n 
in f/(2) — DX (ax — 1) In (z — ax) -- In C, — // in Ci (z — ap), 
kzz1 k-1 
azaz 
f (2) — C. (z — apja! (z — aa... (Z — an) 


. 


Még egyszer integrálva a felső félsíkon, tetszőleges görbe mentén, megkapjuk a 
keresett f(z) függvényt. 


Az adott probléma megoldását tehát az alábbi ScHWARZ—CHRISTOFFEL-féle 
integrál szolgáltatja : : 


fs C, [j (z — agar! (z — ag" 71... (z — a)! dz 3- C,. 


Megjegyzendő, hogy az adott sokszög A, csúcspontjáinak megfelelő a, pontok 
közül három, pl. az aj, a, ag tetszőlegesen megadható; a többi a,. pont, valamint a 
C; és a C, állandó a feladat feltételeiből egyértelműen meghatározható. E — rená- 
szerint elég körülményes — számítást a példákon fogjuk megmutatni. 


3". Most említést teszünk egyes elfajult esetek ről, igazolás tekintetében 
az irodalomra utalva." j 


Az a, pont a végtelenben van; ekkor elmarad az integrálandó (z — a, )"n—! ténye- 
zője. 


tt Vö. a c) 8)-val és a d) a)-val. 
x L. pl. Jaepenmvee—Ilaóam [M. 1.1k 
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Az A, pont a végtelenben van; ekkor a sr a szög az Ap.-14Ar és Arps14Ax félsuga- 
rak végesbeli metszéspontjában mínusz előjellel vett hajlásszögével sség á a for- 
mula változatlan. 

Korlátos sokszög külsejének leképzése a felső félsikra, c2— f(a) tellett; ekkor a IT 
a sokszög külső szögeit jelenti, és az integrálandó (z — a)"? (z — a)"? tényezővel 
bővül. 

Egységkör belsejének (külsejének) leképzése korlátos sokszög belsejére (külsejére); 
ekkor -r a, a sokszög belső (külső) szögeit jelenti, ! a, ] — 1, a formula változatlan. 

Egységkör belsejének leképzése korlátos sokszög külsejére, co — f(0) mellett; ekkor 
Ta a sokszög külső szögeit jelenti, és az integrálandó 27? tényezővel bővül. t 

Fordított feladat: adva vannak a, és a, valós számok, amelyekre — co € aj c 
Ta... a a, Cl c0, 22 a c 2, Fay — n — 2, továbbá tetszőleges C, és C, állan- 
dók; ekkor integrálunk a felső félsíkot valamilyen sokszögre képezi le, amelynek szögei 
csúcsainál og. töm 


Példák 
II 
1. Kereszt külsejének konform leképzése az egységkör külsejére (98. ábra). 


Megoldás. Húzzuk meg (szaggatva) az FAB segédbemetszést a képzetes tengely 
mentén. Az így nyert alakzat jobb oldalát a z, — 2? függvény a — co Ca Rez, C e, 
Im z — 0 félegyenestől megfosztott z síkba, ezt pedig a 


2-V2—é—-V2— e 
függvény a z, sík jobb felébe viszi át. Ez utóbbin a segédbemetszés képe 2—o00€a 
a Imz, Za —f, g c Imz, a -- oo, Rez, — 0 metszék, ahol f — Va? -- c? és g — 
—Vd 7 B. 

A z, — Iz? — a? függvény eleget tesz a tükrözési yA 
elv feltételeinek, s így analitikusan folytatható az FAB-n 
át a bal félsíkba. Függvényünk tehát analitikus folyta- 
tásával együtt (amelyet ugyanúgy jelölünk) a z síkon 
adott kereszt külsejét a zosík—fCaCImz, cg, 
Re z, — 0 bemetszésének külsejébe képezi le. 


Most ez utóbbi tartományt a 
2i f—g 
Z. s ——— Za — —— 
ERB a fT8 
lineáris függvénnyela — I -— Re zs — 1, Im zs —0 be- 
metszés külsejébe, végül ezt az (inverz ZSUKOvszKIJ-féle) 


w — — i(zs tt V23— 1) — 


77 g (EEG 4x2— 8-4 fg -k (f— giVl2— gé hi Te] 
függvénnyel a w sík egységkörének külsejére képezzük le. 


98. ábra 


tx Vö. 3. § a) B) IP9-kal. 
xx Vö. az 5. § b) a)-val. 
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Ha speciálisan b — c — a, akkor 


ahonnan 


2. A valós tengely — r/2 — x CZ — m/6 és m/6 a x a rr/2 szakasza mentén be- 
metszett — r/2 — x a 1r/2 sáv konform leképzése a felső félsíkra (99. ábra). 

I Megoldás. Húzzunk (szag- 

gatva) segédbemetszést a valós 


, 9 tengely — r/6 a x I/6 szaka- 
€ alá E e szán. Az így nyert EABCDE 

; ag 80 eat áási a felső félsávot az o — sin z függ- 

vény az 0 sík felső felére képezi 

! 6) le. A BC szakaszra alkalmazható 

ajessssssesőszstt - — a tükrözési elv, s így függvényünk 


analitikus folytatásával együtt a z 
sík adott tartományt az EB és 
CE sugarak mentén bemetszett 
a síkra viszi át. 

Most ez utóbbi tartományt az 


99. "ÁDTA vége . 2941  25inzi4-1 
§ 29 —1 2sinz—1 


függvénnyel a 0 — Re wy —£ oo, Im 0, — 0 bemetszés külsejére, végül ezt a 


25 2sinz 11 


2sinz—1 
függvénnyel az Im w 5 0 felső félsíkra képezzük le. 
3. Azy 50 felső félsík konform leképzése a valós tengely — co CuCC —1 és 
1— u — oo szakasza mentén bemetszett w síkra. 
Megoldás. Ismeretes, hogy a ZsuKovszkIJ -féle 


függvény alz] 5 1 körkülső konform leképzését létesítia — 1-Cu-C 1, v — 0 sza- 
kasz külsejére úgy, hogy a felső fékör-külsőnek a felső félsík, a [z] — 1, Inz 50 
félkörívnek az említett szakasz felel meg. A tükrözési elv értelmében függvényünk 
analitikus folytatása a felső félkör-külsőnek a félkörívre nézve inverz tartományát, 
a Iz] 1, Inmz 50 felső fékör-belsőt az említett szakaszra tükrös Im w — 0 alsó 
félsíkra képezi le. Végeredményben függvényünk analitikus folytatásával együtt az 
egész felső félsík leképzését adja a — co CuCC — 1, 1 C u a co, v — 0 bemetszés 
külsejére. 3 
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44 ha 


1. Képezzük le a felső félsíkot a —r/2 CT Re w — x/2, Im w 5 0 félsávra, 
Megoldás. Háromszögünk csűcspontjai A, — —sr/2, A; — rr/2, Az — oo, szög- 
tényezői az — az — 1/2, as — 0(!); 2 ay, — 1, mint minden háromszögnél, A csúcs- 
pontok képpontjai legyenek a, — — 1, a; — Il, az — oo. 
A III" 3" értelmében a SCHWARZ —CHRISTOFFEL-integrál 


z z 


1 1 5 
9-0 f (e -H 1). 2 (z— 1) 2 dz 4 C, — tehet - C, — C) arc sin z 3- C, 
— z 

0 fú 


alakot ölt. Az állandók meghatározása — az A, — f(a) és az A; — f(a.) összerendelés 
alapján — f 

, 9T IT 
S , és C, 5) : Os; 5 


- CZ Tt Ci 


IT 
2 


módon történik. A keresett leképző függvény tehát 
w —arcsinz, 


összhangban e függvényről a 3. §-ban szerzett ismereteinkkel. 
e. Képezzük le a felső félsíkot a w — iv, 0 € v a h bemetszéssel ellátott felső fél- 
síkra. s 

Megoldás. Négyszögünk csúcspontjai A, — co, A; — 0, Az — hi, A, — 0, szög- 
tényezői az — — 1 (!), as — 1/2, as — 2, a, — 1/2; Z a, — 2, mint minden négyszög- 
nél. Legyen megadva három a,, mégpedig a, — co, a; — — 1, a; — 0, míg a negyedik, 
a, — £ egyelőre ismeretlen. A tükrözési elv alkalmazásával nyerhető, hogy a, — € — I. 

Integrálunk tehát 

z dz 


1 1 E ésa b. 
m—- Ce 73 z(2—D72dz— CG -——- S CV2—143-C, 
t V2—-—1 


alakú. Az állandók — a 0 — f(—1) és az ih — f(0) összerendelés alapján — 
0—0--C, ih—iC 4 C, 


Csete Cgsző 
módon nyerhetők. A keresett leképező függvény tehát 
w — hV2—-1, 


összhangban régebbi  ISmereteinkkel. 

3. Képezzük le az egységkör belsejét valamely derékszögű négyszög belsejére úgy, 
hogy az a, — 1, a, — i, ag — — 1, ay — — i pontok a négyszög csúcspontjaiba men- 
jenek át. 
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s 


Megoldás. Esetünkben ay — a, — as — a, — 1/2, tehát a 
1 1 j 1 8 
w — C,( (z — 1) 2(z—i) 2(z7-1) 2(z-3-i) 2 dz — 


2 ! dz dz 


egyen erezze zer mezt ezer ZA árat C mez —— dj 
JVe—ncean 5"])Va-1 
a 

integrál szolgáltatja az adott fordított feladat összes (egymásból lineáris transzformáció- 
val nyerhető) megoldásait. 
4. Képezzük le a felső félsíkot a 100. ábrán látható négyszög-tartományra. 

Megoldás. Négyszögünk csúcspontjai Az; — co, A; — co, A; — 0, A, — 0, szög- 
tényezői 04 —a2.—a1—0 és a9—2(); £a,7-—2  Megadva a) — co, a, — 
— — 1, a, — I, kéresendő a, — £. 

Integrálunk tehát 


§ Tr e 
w- Ce D7(2— 8) —D-1dz— Ci j — iz 
1 1 — 
-a[herDa 5 B tg té 6.) 6 CG; 
alakú 
A C,, Cs, € állandók meghatározása céljából gon- 
doljuk meg, hogy pl. az aa ——1 pontz— — 1-4 
3 reilz—-b, 0 2t-I m,rF30 módon történő megke- 
rülésekor 


Tsi! j 
Aw — h-t 0) —— 0-5 zi -0] otp, 


ahol r —; 0 esetén o(r) 5 0, tehát 


14 € 


Az AZA, A, srészt C, 3 xri— h. 
yi 2 


fö; (75 a, Hasonló megfontolással nyerhető az a, — 1 ponttal 
; 0 "kapcsolatosan, hogy 


100. ábra gizi 
2 


ri— ha, 
Ezen egyenletrendszer megoldásaként nyert 
a -if, £ — — — (H — h, -- h,) 
értékekkel függvényünk 
5; bé 


. [nd (z 4-1) 4 holn(z— 1] C 


? ő 
IT 
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alakot ölt. A C, állandó — a 0 — f(£) összerendelés alapján — 
GC keze tn tőr 2 e 
sz sé ft. 4 jú 1 7242  — 
2 27 I 4 49 j H 
alakban adódik. 


5. Képezzük le a z síkot a 101. ábrán látható négyszög- estet b 

Megoldás. A tükrözési elv figyelembevételével a 
négyszög felső felének vizsgálatára szorítkozhatunk, 
amely A) — co, A; — co, Asz — hi csúcspontú, o — 


— 0, az — — a, az — 1 -- a (!) szögtényezőjű három- 
szög; 2 ay — 1. Legyen az — 0, a; — oo, az; — — 1. 


Integrálunk tehát" 


pzs 


w — C. — dz 3- C, 


Baez 
alakú. A hi — f(—1) összerendelés alapján C, — hi. 
A C, meghatározása: aZ otigó z — rele 0 Lt Dn, 101. ábra 
rF30 módon történő megkerülésekor 


Aw — — hi -- o(r) — a (5 - 0(r) — — C, xi o(r), 


sr 


(lévén ekkor z -- 1 3-1), ahonnan határátmenetben C, — sz A keresett leképezés 


függvény végül 


és 1 a 
és j ksártate a 7-ÉÉS 4 
7 Fú 
6. Képezzük le a — x a Imi a - sávot az előbbi négyszög-tartományra. 


Megoldás. Belátható, hogy az előbb nyert függvényből z — e:, dz — e: di helyet- 
tesítéssel kapjuk a keresett leképzési függvényt: 


v-é[fer Deaf -t ir] 


Gyakorlatban fontos az a — 1 eset, midőn . 
TéT 
v— netet 
4 


továbbá az a — 1/2 eset, midőn 


9 


v— EÍVET 4 n4Wz7T—n — 6]. 
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. c) LAURENT-sorfejtés izolált szinguláris pontok környezetében 


a) Gyűrűben regu- I". A LAURENT-sor előállítása. 1". Legyen 
tátás függvény az f(z) függvény reguláris a T jdűrCj2—a cR 
TEge FÉL; körgyűrű-tartományban. (A kirekesztett 27— aj Er 
és Iz—alsR tartományban az f(2)-nek legalább 
egy-egy szinguláris pontja legyen, esetleg éppen az a, 
illetve a co pont.) "Tekintsük továbbá a G" jelű! x—ai:—R CR ésa g jelű R — 
5]4—al—r  — r körvonalakat és a köztük elhelyezkedő T" jelű r" zi z— a zi s 

— o(z) CR" körgyűrűt (102. ábra). 
Az f(2) reguláris a T" gyűrűben, tehát a G" és 

a g" kerületére felírható az 


m- h 6 fdR 1 6Í02 


— 2gird) x—z ET EAKOSÉSE 


(1a) 


CaucHy-formula. 


2". Az első integrálban szereplő (x — 2)7?! kife- 
jezés előállítható az 


1 1 zal TE NÉES 
7—z (—a—tz—a x—a Tsz 
x — a 
1 z— a z — aj? z — apr 
— A — esta ék 2a) 
ral rez ül: hisszű Tt tilszssíg Tt ] (22) 


geometriai sor alakjában, amely a G" kör x pontjaiban egyenletesen konvergens, lévén 
0lR" £ 1. 


E sorfejtés behelyettesítve az első integrálba, majd az így nyert sort (egyenletes 
konvergenciájának megfelelően) tagonként integrálva, az 


veri y fedde hú söpékb ÉG 
fa (2) BAT — Ca tc (z— a) 4 c (z— a)? 4... c(2z— am. 
(1b) 
hatványsorhoz jutunk, amelynek 
1 u 
38 f() da AZ Ve ALESI (32) 


2mi röv (x — aj ? 


együtthatói általában nem állíthatók elő fC9(a)/n! alakban, mert az a az f(z)-nek rend- 
szerint nem reguláris pontja. 
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3". A második integrálban szereplő (A — 2)-! kifejezés szintén előállítható a 


1 1 a 1 1 
A —z (z— a) — (A — a) z—a ie ű 
2— a 
ül A — a A — ap A — aj 
SES LRI Frar a z —a várt tve] éb) 


geometriai sor alakjában, amely a g" kör A pontjaiban egyenletesen konvergens, lévén 
re C 1. E sorfejtést behelyettesítve a második integrálba, majd az így nyert sort 
(egyenletes konvergenciájának megfelelően) tagonként integrálva, az 


Tie zzz 0 DS Ép 


ARA ggg A Ez a-á 


szi SES SEVÉREBÉÉ a ej) 


(íz — ay" 


C-2 
FE F.s.-b 


negatív kitevőjű hatványokat tartalmazó sorhoz jutunk, amelynek együtthatói 


sek f(A) da 4 
Szi rzáGT TT B ge nari eze (3b) 


4". A két integrál sorba fejtett alakját összeadva, továbbá a célszerűbb n — . . . , 
—2, —1, 0, 1, 2, . . . indexelést beveztve, végül a G" és a g" körök helyett egy közöttük 
elhelyezkedő tetszőleges, C jelű ] C — al — o kört választva integrálási görbének, ered- 
ményül az 


09 —i 1 (66 
f(z) — fi(z) 7- fo(z) — er ce(z— ag" -k 2 cp(z—g7— 2 cp(z— gy (1d) 
nz-z n7-——oo n- oo 
különleges hatványsort kapjuk, amelynek együtthatói 
1 HD dt 


Ch —5— — 
7 2girő, (—grti 


eza NI sel 01 d ds BJ 


Minthogy az r" és az R" tetszőlegesen megközelítheti az r-et, illetve az R-et, és a 
c, együtthatók függetlenek e sugarak megválasztásától, ezért e sorfejtés az egész T gyűrű- 
ben érvényes, ; 

A most nyert különleges hatványsort az f(z) függvény T gyűrűbeli LAURENT- 
sorának nevezzük. 


II". A LAURENT-sor sajátságai 1. Az f(z) függvény T gyűrűbeli 
LAURENT sorának a z — a pozitív hatványait tartalmazó 


hil2)— E en(z— gy" 4 


részét a LAURENT-sor reguláris részének nevezzük. Ez közönséges hatvány- 
sor. A T gyűrűbeli konvergenciája — ABEL tétele szerint — biztosítja az egész 
12—a] CR körbeli konvergenciáját is. Az R sugár — a konvergencia megszűnése 
nélkül — egészen az Ra, — ] Z1x — a] -ig növelhető, ahol z1y az f(z)-nek az a-hoz 
legközelebbi szinguláris pontja az Iz — a! 5 R körkülsőben. 
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2", A z — a negatív hatványait tartalmazó 
szd 

fl)— 2 neg 8 65) 
részét a [LAURENT-sor főrészének mondjuk. Ez úgy tekinthető, mint a Z — 
— (z — a)7! változó közönséges hatványsora. Az 1/RCI]Z]C1/r gyűrűbeli 
konvergenciájából következik — ABEL tétele szerint — az egész [Z] C 1/r körbeli, 
vagyis az egész [z — al —r körkülsőbeli konvergenciája. Az r sugár — a konvergencia 
megszűnése nélkül — egészen az Tmin — 12127 a ] -ig csökkenthető, ahol 21 áz f(2)- 
nek az a-tól legtávolabbi szinguláris pontja az ] z — a] — r körbelsőben. 

3". Ezek szerint a LAURENT-sor T nax konvergenciagyűrűjének az f(z) függvény 
legnagyobb rFnin CIZ— al CZ Rnax regularitási gyűrűje tekinthető, amelynek tehát 
mindkét kerületén az f(2)-nek legalább egy-egy szinguláris pontja helyezkedik el. 

Speciális esetben e Tax gyűrű elfajulhat a középpontjától megfosztott 0 c 
a]z — al a Rnax körbelsővé vagy a z — co ponttól megfosztott rmn C12— al c 
a 00 körkülsővé. 

A fentiekből és ABEL tételéből következik továbbá, hogy bármely, a T max belsejé- 
ben elhelyezkedő (7T" jeűjr S12—al ER, r —rmnin: R C Rmnax zárt gyűrűben 
a LAURENT-sor egyenletesen konvergens. 

4". Összefoglalásul megállapíthatjuk, hogy a (T jelű) r C12— al CR gyűrűben 
reguláris függvény ott a z — a pozitív és negatív hatványai szerint haladó LAURENT- 
sorba fejthető; e sor T nax konvergenciagyűrűjének az f(z) legnagyobb rna C12z—al] a 
a Rnax regularitási gyűrűje tekinthető; a sor reguláris része a IZ — a] Z Rnax kör- 
belsőben, főrésze pedig a ] z — al 5 rmin körkülsőben konvergens; a sor bármely, a T max 


sr 


belsejében levő T" zárt gyűrűben egyenletesen konvergens. 
5". Igazolható végül, hogy valamely r C]z — a] CZ R gyűrűben konvergens 


2 ca (z —gjn (6) 


n- oo 
alakú sor ott saját f(z) összegének LAURENT-sora. 


Eszerint valamely f(z) függvény bármely módon kapott, a z — a pozitív és negatív 
hatványai szerint haladó sora nem más, mint az f(z) LAURENT -sora. 


Példák 
1. Állítsuk elő az 
1 
z—1(z— 2) 
függvénynek az alábbi tartományokra érvényes LAURENT-sorát: 
A) Iz] 1 körbelső; B) 1—]z]72 körgyűrű; C) 2—]z] körkülső, 
Megoldás. E sorfejtéseknél segédeszközül felhasználjuk a geometriai sort és össze 
gét, valamint az 


f(z) — 


fl)— 


felbontást. 
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A) ött: itt j z])] CZ 1 2 2, ezért írhatjuk, hogy 


1 1 1 z 2 
(2) — szpri SzG ÉÜSzkSZzÉ L-es stgg hee -k 


1 3 HÁ 
v4 Eset ket. — 22 
3- (1 3-2 3-z t..J-stgyztgz Fo. 


Ez közönséges hatványsor, annak megfelelően, hogy f(2) a z — 0 helyen reguláris. 


B) FON TE tehát 


1 1 1 fb z ze ) 
Hayes —5 TT AE SSZÉKE TETÉSE E tis] 
1 1 1 z 22 
ez 4 Freee vé. 2—97275-f—§—e 


C) fú itt 2 6 1fé 1, tehát írható, hogy 


fe) 71-i 1-1 z 


Állítsuk elő az alábbi függvényeknek a megadott hely környezetére érvényes 


2 
LAURENT -sorát: 
3 1 
A) 129 ESET, a-t  9f2—4-, a—0; 
a zz0. 


1 
CLEAR T ETT a — 0; B) f(z) — . 
Megoldás. E sorfejtéseknél a polinommal, illetve végtelen sorral való osztást 


használjuk fel segédeszközül. 
A) Az—1— í, azaz z — CZ 7-1 jelölés bevezetésével írhatjuk, hogy 


C--D?-GHD-H3 0-F3IHA 


ák a 


f09—- (42 EREZZE Ta 
8-2 
C--4 
et42 
4 
48 4. 
Ea Biga 
Szá. 
Mei 
fi 


[4 
19 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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A keresett LAURENT-sor tehát 


1 2 4 
2 rlekEaNr Zosői ŰL FI ILS TESET Lk Áá 


konvergenciagyűrűje pedig 
0€]2—1]— 2, 


mert az a — 1 pont távolsága a legközelebbi szinguláris ponttól, a 21— — 1-től 
Rmax—121x—a]— 2. 


0) (g-t 


z 25 1 z 728 
j4ó igát ás JGNÉ 1 TEA; RE ET TIE 7 1 lee 
z2 zt 
-ite törése 
22 z4 
"B-t 20L e ts 
2? zt 
36 gi 36 ab "39 
728 
360 T .. sé 
A keresett LAURENT-sor tehát 
1 z 28 
(2-7 —gtagy tett 
konvergenciagyűrűje pedig 
O0x]z] Coo 
D).J(z) — teás és 
" hW1—42 
1 1 1 1 1 1 
4 [osz s ba E sk és sét zése tests . ső 
1: íz s7tzz azt 6 zi ak Ő 52 t 942 ús 


1 1 1 
—-IiIfFzztzétzőt... 


1 1 


1 
gp setó szk 8 E ÖVeezak 
52 a2Ztiz 4 ők 
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e EEZZSEBT ess 
szelő ető hja 
TA Tb tre 

vé 37 — sss 


A keresett LAURENT -sor tehát 


5 1 1 2 22 
ÉSSÉ SAE ANN TAB MESÉS 
ú e 1 e zn e 2n-2 x LANE 1 z 22 
BIHEDSS HA ai ásni, ma (AL At ált 
n-0 n—0 
8) Egyértékű függ- IP.Izolált szinguláris pontok. 1". Ha az 
jaszákkáset 2 nd" pont az f(z) függvénynek szinguláris pontja, viszont 
pontjai valamely 0 €]2— a] CR környezetének pontjai az 


f(z) reguláris pontjai, akkor az ,,a" pontot az f(2) 
függvény izolált (elszigetelt) . szingüláris 
pont jának nevezzük. 


2". Az előzőek szerint az , a" izolált szinguláris pontot környező 0€12—al] CR 
gyűrűben az f(z) függvény előállítható ILAURENT-sora által. Az R egyenlő az a pont és 
a legközelebbi szinguláris pont távolságával. A sor reguláris része az 12z—al a R 


zt 


körben konvergens, főrésze pedig — az a pont kivételével — mindenütt olyan. 


3". Az izolált szinguláris pontok három típusát különböztetjük meg, az, f(z) 
függvény z —, a határátmenetnél tanusított magatartásától függően: véges, végtelen és 
nem létező határérték esetén rendre megszüntethető szinguláritásról, pólusról és lényeges 
szingularitásról beszélünk. Lássuk ezeket egyenként! 

II". Megszüntethető szingularitások. 17. Az f(z) függvény ,a" 
izolált szinguláris pontját akkor nevezzük megszüntethető szingularitásnak, ha ott az 
f(z) határértéke véges, azaz 

lim f(2) E 00. (1) 
za 

2". Az a pontbeli véges határértékének megfelelően az f(z) az ,,a" bizonyos kör- 
nyezetében korlátos, azaz ott ] f(z) I E M. Következésképpen az f(z) függvénynek az 
,, a" megszüntethető szingularitás környezetében érvényes LAURÉNT-sora nem tartalmaz 
negatív kitevőjű hatványokat (hiszen ezek a z 5 a határátmenetnél a co-hez tartanak), 
vagyis főrésze nincs, csak reguláris része; a LAURENT -sor tehát 


Me 


f2)— ZS en(z— an ; e) 


II 
o 


n 
alakú. 
197 


292 4. §. KOMPLEX VÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK INTEGRÁLÁSA STB. 


3". Fordítva, ha az f(z) függvény ,a" izolált szinguláris pontja környezetére érvé- 
nyes LAURENT-sorának nincs főrésze, vagyis az f(z) ott korlátos, akkor létezik a 
im 1) — cp 54 co határérték, tehát az , a" pont az f(z) megszüntethető szingularitása. 
za 


"47. Az f(z) függvény a pontbeli szingularitása egyébként abban áll, hogy vagy 
nincs értelmezve az f(a) függvényérték, vagy van ugyan, de nem folytonosan, azaz 


f(a) : Tim f(2) — co. E szingularitás nyilván megszüntethető azáltal, hogy 
az 


az ,, a" ponthoz a c, értéket rendeljük hozzá f(a) függvényértékként. Ezzel az a is az f(z) 
reguláris pontja lesz. 
III", Pólusok. 1". Az f(2) függvény ,,a" izolált szinguláris pontját akkor 
nevezzük pólusnak, ha az f(z) ottani határértéke végtelen, azaz 
lim f(2) — co. (8) 
2—sa 
2". Az a pontbeli végtelen határértékének megfelelően az f(z) az a valamely 
0€4]2—al CR környezetében nem válik zérussá, lévén ott [f(2 ] s M 50. 
Következésképpen az f(z) reciproka, a g(z) — 1/f(z) függvény e környezetben reguláris, 
továbbá lim g(z) — 0, vagyis az ,,a" a g(z)-nek megszüntethető szingularitása. 
za 
Ha ezenkívül még g(a)— 0, sőt g(a)— 0, ..., gr-(a)— 0, de már 
ga) 5 0, akkor a g(z) függvény egyrészt magában az a pontban is reguláris, más- 
részt az , a" pont a g(z) függvénynek zérushelye, sőt m-ed rendű zérushelye (bizonyos 
környezetében nincs is több zérushely). Ilyenkor mondjuk azt, hogy az ,a" pont a 
függvénynek m-ed rendű pólusa. 


3". Legyen az a az f(z) függvény m-ed rendű pólusa. Ekkor — a fentebb és a y)-ban 
mondottak értelmében — alz— al 2 R körben reguláris g(z) előállítható 


g(z) — 43 ) — (z — a)" g(2), .p(a) £ 0 
módon a0€]2—a] CR gyűrűben reguláris f(z) pedig 
1 1 1 
Ka zjmtj ee a zs ge 


módon, lévén a p(2)-vel együtt az 1/p(z) is reguláris az a pontban, tehát TAYLOR- 
sorba fejthető. Célszerűbb jelölésekkel e sorfejtés az 


f2)—- 2 c.(z—a, c. ,—b£0 (4) 
5 n-—m 
alakban írható. Eszerint az f(z) függvény m-ed rendű ,,a" pólusa környezetében érvényes 
LAURENT-sorának főrésze csak véges számú tagot tartalmaz; a (z — a)-! előforduló 
legmagasabb hatványa az m-edik. 


4". Fordítva, tegyük fel, hogy az f(z) függvény a izolált szinguláris pontja kör- 
nyezetében érvényes LAURENT-sorának főrésze csak véges számú tagot tartalmaz, 
vagyis a LAURENT-sor 

f2)— 2 cn(z—gjr, c. a 40 


n-—m 


€) LAURENT-SORFEJTÉS STB. 8) V? 293 


alakú. Ekkor egyrészt Í 
lim f(z) — co, (Sa) 


za 
vagyis az ,,a" az f(2)-nek pólusa, másrészt — mivel a 
(2) — (z — ajm f(2) — cnn b cm (7— 9) kes 


függvény és reciproka a p(a) — c. ,, kiegészítéssel regulárissá válik — - 


1 1 koz 1 
4 sss sze 1. , ORERÉKA szedj ESB; m . 4 jeez kg sz — 7 0, 5 
FTZJÖKAL SOS ÁÉT ES ZEÜR BE. ösekeáls SEGGE CAN 


vagyis az ,,a" az 1/f(z)-nek m-ed rendű zérushelye, tehát magának az f(2)-nek m-ed 
rendű pólusa. 


IV". Lényeges szingularitások. 1". Az f(z) függvény ,,a" izolált 
szinguláris pontját akkor nevezzük lényeges szingularitásnak, ha e pontban nincs az 
f(2)- nek (a határátmenet módjától független) határértéke. Ilyenkor különböző 
ZI,Z., . . . pontsorozaton át közeledve az a-hoz, a függvényértékek f(z"). (2. e 
sorozata különböző A", A"", . . . határértékhez tart. 


2". Ez esetre vonatkozik  WVEIERSTRASS következő tétele: Ha az , a" az f(2) 
függvény lényeges szingularitása, akkor bármely (véges vagy végtelen) ,,A" komplex 
számhoz található olyan, az ,,a"-hoz vél a Z, pontsorozat, hogy 


sé Je) - (6) 


szá 
ásegél a 

. Az előzőekben láttuk, hogy ha az a környezetében érvényes ILAURENT-sor 
KERÉK hiányzik, vagy csak véges tagszámú, akkor az a az f(2) megszüntethető szingula- 
ritása, illetve pólusa, és fordítva. Ha tehát az f(z) függvény ,,a" izolált szinguláris pontja 
környezetében érvényes LAURENT-sorának főrésze végtelen sok tagot tartalmaz, akkor 
az , a" az f(z2)-nek lényeges szingularitása. 


V". Szingularitások a végtelenben. 1". Ha az a — co (végtelen 
távoli) pont az f(z) függvénynek szinguláris pontja, de ugyanakkor valamely RC Iz] c 
2 co környezetében az f(2) reguláris, akkor az a — oo az f(z) függvény izolált szingula- 
ritása. 

: A végtelenbeli szingularitás — ugyanúgy, mint a végesben — háromféle lehet az, 
f(z) függvény z co határátmenetnél tanusított magatartásának megfelelően. Most 
azonban e három szingularitás az a — co pont környezetében érvényes LAURENT- 
sorban másként tükröződik, mint a.-£ co esetében. 

2". Az f(z) függvény z — co pontbeli vizsgálatát — mint tudjuk — a z — 1/Z 
transzformáció segítségével, az f(1/Z) — F(Z) függvény Z — 0 pontbeli vizsgálatára 
vezetjük vissza. 

Ha az f(z) az RC]z] Z co gyűrűben reguláris, akkor az F(Z) nyilván a 0 —€ 


rZNLZA 


a IZI c 1/R gyűrűben olyan. Az f(z) függvény a — oo pontbeli szingularitása nyilván 
az F(2) függvény A — 0 pontbeli szingularitásával azonos jellegű, lévén 


lim f(z2).— lim F(2). (7) 


7—o0o 700 


t Igazolását 1. pl. FUKSZ—SABAT [M. 3.] 180. o. 
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37". Az F(Z) függvény A — 0 környezetében érvényes LAURENT -sora és az f(z) 
függvény a — co környezetében érvényes megfelelő LAURENT-sora tehát m eg- 
szüntethető szingularitás esetén 


kes izszáóől ( szál 
F(Z) — 2 c-nZn, illetve f(z) — ez zi? (8) 
m-ed rendű pólus esetén pedig 
átl s ssté j Loki serldti ebb) 
F(2) — e zn -k 2 c-n Z7, illetve f(z) — CK ZV E S, (9) 
n-1 n-0 n-1 n7-0 


végül lényeges szingularitás esetén 


00 


F(Z) — 2 zet S" en", illetve f(z) — S esz s (10) 


1 
ret 
1 
o 
vi 
II 
a 
a 
I 
o 


alakú. 


Eszerint az f(z) függvény a — co pont környezetében érvényes LAURENT -sorának 
főrészét a z pozitív kitevőjű, reguláris részét pedig a z negatív és zérus kitevőjű hatványai 
alkotják. 

4". Megjegyzendő, hogy lim f(z) — cg 5 oo esetén az f(c0) — cg utasítással a 

7 oo 
szingularitás megszüntethető, s ezzel az f(z) magában az a — co pontban is regulárissá 
válik. k 

Végül megemlítjük a LiouvinLE-tfételt kissé módosított fogalmazásban: Ha az 

(2) függvény az egész zárt síkon reguláris, akkor f(z) — const. 


Példák 
1. Állapítsuk meg, milyen jellegűek az alábbi függvények megjelölt szingularitásai: 


A) f2) — 


ez — 
anaz! 17 00; B) /(z) — ző a — 0; 


na 


Of) — SE 4—0; — D)f(— ef , a—0. 


Megoldás. A) A függvénynek az a — co pont nem izolált szingularitása, hanem a 
z, — kn/2 szingülaritás-sorozat torlódási pontja, mert k — oo esetén 24 — oo. 

A többi függvény megjelölt szingularitása izolált, s jellege a környezetére érvényes 
LAURENT -sor alapján állapítható meg. 


e—-1l 1 8 2? 
B) f()—— — öz zdzgjtagt es 


zs ze 
mitajtagtere 


e) LAURENT-SORFEJTÉS STB. 8) PÉLDÁK 295 


A LAURENT-sor nem tartalmaz főrészt, tehát a — 0 függvényünk megszüntethető 
szingularitása. Mivel 


lim € 
260 B aj e. 


Legptggt [1700 


ezért f(z) értelmezését f(0) — 1 módon kiegészítve, az a — 0 hely is f(z) reguláris 
pontja lesz. 


lldáa 1 za: zá ző 
C) (2 — Kék Ve 
1 2? 
ki atarz tai Fájt 


A LAURENT -sor főrésze csak véges számú tagot tartalmaz, és 27! legmagasabb 
hatványkitevője 4; eszerint a — 0 El evbe 4-ed rendű pólusa, 


DJ CEZ S Eges biga bee 


A LAURENT-sor főrésze végtelen sok tagot tartalmaz, tehát a — 0 függvényünknek 
lényeges szingularitása, 


2 Állapítsuk meg, hogy az értelmezés milyen kiegészítésével lehet megszüntetni 
az alábbi függvények megjelölt szingularitásait: 


sh3z . Sz 
A) fi az0; — Bhf(2——ág 170 


2? — 4z ész JET KÉRTE Ce 
C) 12— 53576? a—0; D) /f(2) —-DGIi3) ? az] 


3 5 
Megoldás. A) f(z) — 47 ké 182 -- STT 4 kél TF... -] ezi 


243 
vegi 2? 3- — 21 kosz 


480 
tehát az értelmezés 
f0) — limf(2) — 
2600 


kiegészítésével szüntethető meg az a — 0 szingularitás. 


B) f(2) — - sz —6523 : ÚaT ÉT. sssanét eök ssszlál 8 ] sz 


1 — cos 4z 21 4! 5 ver NI 


f(0) — lim f(2) — 5. 
7500 
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2? — 4z 126274) "1.276. . 
— ——- —— —- — ——— ; 2 ha zzz 0 
9 fe 3223-6z 32(2z42D9 SzEáz 7(2), E 


Az értelmezést 
J I 10—4 2 
f(0) sin ha) p(0) — 2-5 Sz apdki 


módon kiegészítve, f(z) — p(2). 


(z— 1) (721212 2ZtFizil 1 
BRASS e De teöpr zi a B At 


Az értelmezést 
ff) — lira (2) — p(1) —— 
módok kiegészítve f(z) — p(2). 
3. Állapítsuk meg az alábbi függvények megjelölt pólusának rendszámát: 


2-3 6 21 he td 
A) f(2) — - zös GE D , 171; B) f(z) — EK a — 0; 


—1 
0) 12 —SZS. a 0; D) f(2) — cigz, a — 0; 
Megoldás. A) A megjelölt pólus láthatóan harmadrendű. 
B jé SZG , 
jessze délé sőt e]-at SZ léváag 


tehát a megjelölt pólus másodrendű. 


chz—1 l 12? 21 1 1 
MKE ET, sit eire 7zTai 64 Juzdkál 
tehát pólusunk negyedrendű. 
cos Z 22 "28 28 25 
D) f(2) — ctg léről Eegitan tels sgi tetett] 
1 
E JHCÁTT 5 , tehát az említett pólus elsőrendű, 


4. Vízsgáljuk az alábbi függvényeket a megjelölt lényeges szinguláris. pontban 
határérték szempontjából: 


A) 12) — sin, Elst! ÁR Ó el ék s E ERÜK 


e) LAURENT-SORFEJTÉS STB. 8) PÉLDÁK 297 


Megoldás. A) Függvényünk LAURENT-sorát úgy kapjuk, hogy a g(z) — sin z TAY- 
LOR-sorában z helyett 1/Zz-t írunk; eszerint 


SZ 1 1 1 
TEL gőe —z 3128 Tt 57 z5 apÜ Se 
A ses 12) határérték nem létezik; ui. pl. a z, — 1/n a — 0. sorozaton lim sin n x — 0, 
Zz7— 00 
aza 2/(An - 1) xm — 0 sorozaton pedig szi sin (4An -- 15 z — 1 határérték adódik, 


sőt WVEIERSTRASS tétele szerint határértékül bármely telles szám is nyerhető. 
B) Hasonló módon nyerhető, ai 


Jé pa él dee égy kslejés 
A lim f(2) határérték nem létezik, mert pl. 
250 


1 1 
lim ez —0, de lim ez — oo. 
72—-r——0 2—xÓ 7-0 


5. Vizsgáljuk meg, hogy az alábbi függvényeknek milyen szingularitásuk van a 
végtelen távoli pontban: 


A) (2) — 231; Új lyes 


22 3 Z -k 17 
ÚJ ej géz; ÚJ ál gy áj elős 


C) f(2) — ez 


Megoldás. A) f vá E art 1 — F(O), tehát F(C)-nak másodrendű pólusa van az 
origóban, következésképpen f(2)-nek ugyanolyan pólusa van a végtelenben. 
B) Függvényünknek harmadrendű pólusa van a végtelenben. 
1 
9 f [7] - 


laritása van a végtelenben. 
D) és E) esetén szintén lényeges szingularitása van a függvénynek a végtelenben. 


F) f kis 


1 
Szidi kzni 


ztar et . — F(O), tehát f(2)-nek lényeges szingu- 


Tt ..., Vagyis f(z) reguláris a végtelenben. 


r-8-14tm 


6. Jellemezzük az alábbi függvények összes szingularitásait: 


2-1 § xvy2 : Ma s 
ját BI Sz essg  ÁJSzTi 


A) f2) — 


D) f2) ——— 


si ; E) fe) —zte 
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Megoldás: A) A z — - i elsőrendű pólus, a z — 1 másodrendű pólus, a z — 00 
negyedrendű pólus. 
v2 dai 1 


gT 

0.2 ÉL éa sinzd-cosz —— sin(z--m/4) 7 BÁST7 Ta TK Vers 0 21 s 
-H 2, . . .) elsőrendű pólusok, a z— co nem izolált szingularitás (elsőrendű pólu- 
sok torlódási pontja). 

C) A z — 2 lényeges szingularitás, a z — 2k si elsőrendű pólusok, a z — co 
nem izolált szingularitás (elsőrendű pólusok torlódási pontja). 


I E zi ze éá tt Ft uksátágai 
D) f(2) — eni ELŐ ás tha ; a z — (2k 3-1) xielsőrendű pólusok, 
e2 §- 2 


a z — co ezek torlódási pontja. 

E) A z — co lényeges szingularitás. 
4 Állítsuk elő az alábbi függvényeknek az a — co pont környezetére érvényes 
LAURENT -sorát: 


A) f2)—VE—D(6Z—2D; B) f(2—Ln — 


b" 
E seta Má ÁS ésa , öt. 2 11 
Megoldás. A) f(2)— Vz—1(z—2 — ezret aefisőb ti 
] 
1 1 1 3 1 
—t2[1—5—zzt LáRE TS E [42 1; szt :] 
z —a z —a ú a b 
B) 112—7g-hn—t2kzi— in 1—-21-m[1-2]4-2rziz 


b—-a 6-8 b6b—a 
GY gáG T-gz 


z 2 22 


kh...t2kzgi 


d) Integrálás izolált szinguláris pontok környezetében 


a) A Caucny-féle 
reziduum elmé- 
let alaptétele 


I. Integrálás izolált szingularitás 
körül 1. Legyen az f(z) az a -£ co pont valamely 
(T jelűj) 0€12—a]- CR környezetében reguláris 
függvény, a G pedig teljes egészében a 7 belsejében 
haladó, szakaszonként sima, az ,a" pontot körülvevő, egyébként tetszőleges zárt 
JORDAN -görbe. : 

Ha az f(z) függvénynek még maga az ,,a" pont is reguláris pontja, akkor CaAucHY 
integráltétele értelmében 


$§ f(2) dz — 0. a) 


1 2. Ha azonban az , a" pont az f(z) függvénynek (feltételeink értelmében izolált) 
szinguláris pontja, akkor már általában az 


Ő 12) dz 4 0. e) 
(G) 


d) INTEGRÁLÁS IZOLÁLT SZINGULÁRIS PONTOK KÖRNYEZETÉBEN a) II? 299 


Az integrál értéke könnyen meghatározható, ha ismeretes az f(z) függvénynek 
az a pont környezetében érvényes 


00 


12— S c.(z— ae (32) 


n-—m 


alakú LAURENT-sora (ahol m — co is lehet). E sort — a G mentén egyenletesen kon- 
vergens lévén — ott tagonként integrálva, és közben az ismert 


0, h Szél 
EEEN EBE TT zt izádi 7 (b) 
(6) TYNE Ü han—-——1 


integrálási eredményeket felhasználva, azt kapjuk, hogy 


$ f()dz—2mi-c1, (39 


ahol a c , együttható a LAURENT-sornak egyetlen, a G menti integrálást túlélő 
maradványa (reziduuma). Ennek megfelelően a G menti integrál 1/2 sz í-szeresét az f(2) 
függvény ,,a" izolált szinguláris pontjára vonatkozó reziduum ának nevezzük, 
és így jelöljük: , 


5S€.4e (4) 


3. A c., láthatóan  LAURENT-sorunk (z — a)7"! hatványának együtthatója 
Ebből nyilvánvalóan következik, hogy a c. , reziduum csak akkor lehet zérustól külön- 
böző, ha az ,,a" pólus vagy lényeges szingularitás, míg megszüntethető szingularitás 
esetén feltétlenül zérussal egyenlő. 


IP. Reziduum az a— co pontban. 1". Legyen az a — oo az f(z2) 
függvénynek szinguláris pontja, az R c Iz] CZ co gyűrű összes pontjai pedig az f(2) 
reguláris pontjai. Legyen a G e gyűrű belsejében haladó s a szokásos tulajdonságú 
tetszőleges zárt görbe. 


A véges a-ra tett MESZÜGÉT hasonlóan az 


9) 12) dz (5) 


ettől 


integrál értékét nevezzük az f(z) függvény a — co pontra vonatkozó reziduumának, meg- 
jegyezve, hogy a G körüljárási értelme itt (az óramutató járásával megegyezőnek, 
vagyis) negatívnak veendő, hogy az a — co pont baloldalt legyen. 

2". Az f(z) függvénynek az a — co pont környezetében érvényes 


€—1 


f(2) — cp SZT FR. bazbeezk út (6a) 
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LAURENT-sorát a G mentén — ottani egyenletes konvergenciájának megfelelően — 
tagonként integrálva, az 


Ő fg) dz —— e," mi, azaz géz TE zását ee és 
(6) TE ,GI z—c0 


eredményre jutunk, a negatív körüljárási értelemnek megfelelően. Eszerint az f(2) 
függvény a — co pontra vonatkozó reziduuma a DLAURENT-sor 27?! hatványának ellen- 
kező előjellel vett együtthatójával egyenlő. 

3. Az a — co pont környezetére érvényes LAURENT -sorbana c ) 27! tag a sor 
reguláris részéhez tartozik. Ebből következik, hogy az a — co pontra vonatkozó .rezi- 
duum akkor is lehet zérustól különböző, ha az 
a — co pont az f(z) megszüntethető szingu- 
laritása vagy reguláris pontja. 


III". A reziduum-tétel. 1. 

Legyen az f(z) függvény — véges számú 

du; dos : : . , an Szinguláris pont kivételével 

— mindenütt reguláris a korlátos T tarto- 

mányban, G pedig egy tetszőleges, egészen 

s a T belsejében haladó, az aj, az; . . . , an 

pontokat körülvevő, szakaszonként sima, zárt 
JORDAN -görbe. 

2". Rajzoljunk az ay, do; . . : ; an Pon- 

tok mint középpontok körül olyan kis, g1, 

25. : . ; fn köröket, amelyek sem egymást. 

103. ábra sem a G görbét nem metszik (103. ábra) 

A G, valamint a g4, go; . . . , fan görbék álta 


határolt többszörösen összefüggő zárt tartományban az f(z) mindenütt reguláris, tehá 
érvényes rá az 


771, § f(2) dz — 28 ves b f(2) dz (7a 


gk 


alakú Caucny-féle integráltétel; itt az összes görbék körüljárása pozitív értelmű. 
Az egyenlőség jobb oldalán — láthatóan — az f(z) függvény az, az; . . . , dan pontokra 
vonatkozó reziduumainak összege áll, tehát írhatjuk, hogy 


szid $ f(2) dz — fe res f(2). (4) 


ET z—ak fi 


Eszerint — a mondott feltételek mellett — az f(z) függvény G görbe menti integráljának 
1/2 -r i-szerese a függvény a, as, . . ., an pontokra vonatkozó. reziduumainak összegével 
egyenlő. Ez az ún. reziduum-tétel vagy bővebben, a reziduum-elmélet alaptétele. 


Nyilvánvaló, hogy tételünk a Caucny -féle integráltétel általánosításának tekint- 
hető. 
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3". Legyen végül az f(z) függvénynek a zárt síkon véges számú izolált szingularitása, 
mégpedig az a4, do; . . . , aa végesbeliek mind egy G zárt görbe belsejében, az a — oo 
pedig a G külsejében. 

Ekkor a reziduum-tétel és a végtelegbeli reziduum felhasználásával írhatjuk, 
hogy 


— gi, 1 fla) dz 4 55 ZS fi) dz— 5 res fla) -t res f(2), 8) 


vagyis az f(2) FEKKÉSA ME ZÉSÁEKEAT összege SVLESETE az a — co vonatkozó. rezi- 
duumot 15) zérussal egyenlő. 


IV". Reziduum a pólusokban. 1". Amint láttuk, az f(z) függvény G 
görbe menti integrálja könnyen kiszámítható, ha ismeretes az f(z) reziduuma a G bel- 
sejében levő összes izolált szinguláris pontokra vonatkozólag, 

A reziduumok meghatározása céljából egyszerűbb esetekben nem szükséges a LAU- 
RENT-sorfejtéshez folyamodni. Ez az eset áll fenn pólusok esetén. 


2". Legyen az a -£ oo pont az f(z) függvénynek egyszerű pólusa. Ekkor 
az f(z) LAURENT -sora 


a 


f2)— S cn(z— an 


n-0 
alakú. Mindkét oldal z — a-val szorozva, majd az így nyert 
(z — a) f(z) — c 4 eg (z — a) -b cs (2 — aj? b. 


alak határértékét véve z 5 a határátmenetnél, a 


c. a — res f(z) — lim (z — a) f(2) (9) 


formulát nyerjük, amellyel az egyszerű pólusra vonatkozó reziduum gyorsan kiszámít- 
ható. 


Ha, speciálisan, f(z) — p(2)/y(z) törtfüggvény, ahol p(z) és w(z) reguláris az a 
pontban, továbbá p(a) -£ 0, w(a) — 0, de w (a) -£ 0, akkor írható, hogy 


ig p(a) -- p"(a) (z— 9) -- ... 
p (a) (z — a) 45v"( (z— 924. 


vagyis f(2)-nek a ismét egyszerű pólusa. A fentebbi reziduumformula ez esetben nyil- 
ván a 


sslgazt 1 a0 


alakot ölti, 
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Még speciálisabb eset, ha az előbbi törtfüggvényben w(z) — z — a. Ekkor p (2) — 1 
és a reziduum nyilván 


res f(2) — 9 — (a), (11a) 
összhangban az ismert 
1 p (2) dz 


sé, D ELSŐ a (e) (11b) 


CAuUcHYy -formulával. 


3". Legyen most az a -£ 00 pont az f(z) függvénynek m-ed rendű ű pólusa. 
Ekkor f(z2) LAURENT -sora É 


zizi S je da zett 2 C-m 
HAZE KEZ E TEO térd ze 


alakú. A (z — a)"-nel való szorzás útján nyert 
(z — am f(2 —c , tc m-n (Z— 9) Ft ....-k e 1 (z — a) 7-1 7 c, (z — am 


alakot (m — 1)-szer differenciálva, az így adódó hatványsor állandó tagja nyilván 
c 1"(m— 1)! lesz. Az n-ed rendű pólusra vonatkozó reziduum tehát a 


! 


1 de-1 [(z — a)" f(2)1 


EA a sa zt ZET HI79 
formulával számítható, Ez az m — 1 esetben (a0!1— 1 kiegészítéssel) a 2"-beli alakra 
egyszerűsödik, 

Példák 


L Írjuk fel — a c) a) és B) példáiban előállított LAURENT-soruk alapján — az 
alábbi függvények megjelölt izolált szinguláris pontjára vonatkozó reziduumát: 


ay át, atok: B ES, reset ra; 
23 zt3 F. 1 ező 
D) (2—-—s—— re e—L E) f(z) — na 2)? a — 0; 


II 
, 


F) (()— za 


Megoldás. A DLAURENT-sorokból egyszerűen kiolvassuk a függvény reziduumát 
szolgáltató c ; együtthatót, . 


1 § 1 1 z , ri 
torz T 37 ! VEÉLBRÁÉSŐs keezáézs jeg áz kaak ls 


Aj (ge 


22 
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zás 1 1 1 22 ú 
B) f(z) — —atoaret gi? gp] rvény JAMAL Oz es SENTE Áta 
1 


Tsz teltát éz s fesfíz) S; 


z—-0 


tájágtun tl gepet 
) f(2) — ez — Ez TÖTT 


3128 


237133 1 2 4 
DINA ZZÉT "IZ RÉT TE 


s res f(z) — I; 
zz1 


ds jé F resatehátc 4 


1 1 1 1 Tsz 
Fetegogtt ni esz sZ SZtézől az : sza 14 
E) MAS TATA SZÉ Jaz Tt 34 2 "s tehátc , fe f(2) 1; 
fb : 1 z 28 4 ; 
F) VE ER zt jágy évi tehát öz EEEN ses dk 


25 Állapítsuk meg — a c) B)-ban előállított LAURENT -soruk alapján — az alábbi 
függvényeknek a végtelen távoli pontra vonatkozó reziduumát: 


tssú TT z—a 

A) j(2)—ez — Bf2— VG—DE—N; 9 f2)— zh — 

Megoldás, A. LAURENT -sorok alapján megállapítjuk a függvény végtelenbeli 
reziduumát szolgáltató — C ; együtthatót. 


a 1 1 ; 

A) fd) —ez—1 NÁL EVÉ isz édléáe AS SKs Ala — 1 -£ 0, noha 

függvényünk a köl áégúlsácta reguláris. 
3 1 
228 ZA) szábű [sss £ 

B) f(z2) — Víz — 1) íz — 2) — 1 DESBNT ET 3, 1, tehát 

— c, - ge res f(z) — E en 
— 22 ln s tsdsé adás sa 
C) f(z) — 211 — — (b — a) z -- -- BE 27 ev 
tát 

tehát — c , — kés es f(2) izzása 2 3 26 . 


3. Határozzuk meg az alábbi függvények megjelölt pólusára vonatkozó reziduumát. 


A) dei a—i; B)f2——z a7-m 99-55 
ú 28 ia 
a— dni;  D)f(2— gp 1—k  BD/f2— vég azt 
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Megoldás. A) Az a—i elsőrendű pólusa f(2)-nek, lévén e(i): 70, y(i) — 0, de pw (i) — 
— 0, tehát — a IV" 2"-ben tanultak szerint — 
esz ezz eim i 


set jtjvz ier (arral ATTI ezés et td 2 


B) Az a — z elsőrendű pólus, lévén p(rr) -£ 0, p(r) — 0, de pw (r) -—£ 0, tehát — a 
IV" 2"-ben tanult formulával — 
p(r) e i 


es ESZ ezés age Enter AT 
53 K2) y(xm)  cosmz —1 ú 


C) Az a— 2 xi elsőrendű pólusa f(2)-nek, tehát 


2 i 2 ij? 
res (9 — Pét tt 


D) A z — 1 másodrendű pólusa f(2)-nek. Osztás, majd részlettörtekre való bon- 
tás útján nyerjük, hogy 


2 32 — 2 
KS esze (2? MÉLÁLÜS ÁG EZÁLÜ VS TR 
1 


3 
SOT e ha TIT? 


PE SIET] 


tehát res f(z) — 3. 
isi 


E) Az a—0 harmadrendű pólusa f(2)-nek, lévén g(1)-£ 0, y(l) — p(l) — 
— yw (1) — 0, de y"" -£ 0, tehát — a IV" 8/-ben tanult formula alkalmazásával — 


1 - d? 21 
EE zat VR S íz Sze 
pdrabal ÜGEÉT ESET TÉSRE E ÁT ÁTOENT 
s 1 1 ] 
sé EÜ g 1222 —6 


4. Határozzuk meg az alábbi függvények összes izolált szinguláris pontjaira vonat- 
kozó reziduumait: 


1 z?n z2n 
A f9— egz: BI9- ai. A-T 
3 25 a. SE 
D) f(2) — cosz — sin z; E) LEDÉR 


Megoldás: A) A z, — ka helyek elsőrendű pólusok, a z — co pedig ezek torló- 
dási pontja, vagyis nem izolált szingularitás, Az előbbiekre vonatkozó reziduum: 


res f(2) sa 6 — (— 1)r 


e E pr(zg cost 
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.2k--1 
B) A z.—e n "helyek elsőrendű pólusok, a z — co n-ed rendű pólus 


A reziduumok: 
2n n--1 1 2k-7-1 
Ze z 2 2 2krI 
res f(2) pl TARR Ea SEEN IRT ÉM t VEEBB Csjt 

2—zk w(z)  nze7i n n n 


zen á 
jesz VELE EZ S tis 


tehát res f(z) — 0, ha n -£ 1 és res — —1,han—l. 
A reziduumok összege n sg. 1 esetén 
n—1 1] m—1 En 
S resf(2) 4 resfd——7 S dm" 40-60, 
k—-0 Z7Zk Zoo kz0 
évén az n-edik gyökök összege zérus; n — 1 esetén pedig 
, té6 Jt) 7 res f(2) —-1-—1—-—0. 
C) Az — — 1 pont n-ed rendű pólus, a z — co szintén. A reziduumok 
k 2n 2 
F res s ím ÜT n E - nnal 
SZET Út — 1) ! 2—— 2 E -k 1) (24 Dr sz ( 1) n—-1 s, 


[j 


res f(z) — — resf(2) —(— Dr [7 1] 


7700 


D) A z — 00 lényeges szingularitás, és res f(z) — — c , — 0. 
E) A z — — 1 elsőrendű pólus, a z — co lényeges szingularitás. A reziduumok 
Hl A vét 
res f(2y— —— — — — — e-7! — — res f(2). 
BA 2) öten J EA ) 


Oldjuk meg az alábbi zárt G görbe menti integrálokat, a G-beli izolált szingulari- 


5, 
tásra vonatkozó reziduum ismeretében: 
1 
G:j2—1l]73;5 


G:I2z1—2; B) (G) he dz, 


e72 dz 3 
t]2—ifj-—l; 


:I21—3:D) (OÓ a7r 


Ez, 


A) (0) 6" 


dz 
9 OP -TTT7 " 


E) (6 Ő 2211 — TT dz, G:Izl—!la -Ib[; 


steée 8 ; 
G:j2z—2mil7-l. 


F) (G) 6 £—T 


20 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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Megoldás. Használjuk fel az 1., 2. és 3. példában kiszámított reziduumokat. 


Figyeljük meg, hogy milyen kellemetlen integrálok megoldását teszi lehetővé a -rezi- 
duum-tétel. 


A) (G) $ 55 


1 § 
Ezt te 


dz—2mi-: res f(2) — 2 i : 5 


B) (G) b z FELV dSÉSEZÉRES 


c) (G) b - Eü 167 — 2mi: res f(z) — 2mi: — ni; 

D) (o) Ő 517 mi: resf(2) — 2ni.5—— a; 

E) (G) Ő 221nő Az —— ni. resfig — ei E; 

F) (G) b z— 2 éz —T — mi res f(2) — Zmi:(— 42) ——8mi. 


6. Oldjuk meg az alábbi zárt G görbe menti integrálokat a G-beli izolált szingulari- 
tásra vonatkozó reziduumoók alapján. 


a (o hg S :12]— 8; HOhES G:2- B-t 


j 2 
az, 
sin — dz 
eset 2? dz 
s 2; séget 
9 (9 $-z jók, DA ÁE ST szg d 
2xdz f 
G:]12—2] — 2; E) MEZ SNRSTS — 3. 
Megoldás. A 4. A) példa felhasználásával 
dz 2 2 5 
in LÁZ lg S vabt tnek 1. 5 
(G) b az ai 2 2808-166] 2mi hé (— 1) 2mi:1—2xi 
B) A 4. B) példa felhasználásával 
§ in iz 
28 dz ah, 8 et is 
GT a ri [sz f(2) t resinfbo) ] — fni E 2 Ég] — 
; IT in y2 
EÜ LÁSS BEZÜTESZ EGT SE 
sin Has dz 


0) (6) h —a-r 7 Beri f res f(z) - resf(2)— 
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Tf) az vé — [2 


kh; 4 4 4J 2 2 ; 
—2xni 5 ágtő CE) JEbée mi 1 - 7] —inyjyV2; 
D) ei szótő zt ES ASZT áss 
(z— 1) (z—2)(z— 3) z misi 
tehát res f(z) — — c , — — 6; ezzel 
gk 23 dz 
(G) $ T—DT—9G—g éri re f(2) -k res f(2) -- res es] — 


— — 21 i res f(z) — — 2mi:(— 6) — I27i; 
itt célszerűen a végesbeli reziduumok helyett a végtelenbeli reziduummal dolgoztunk, 
E) Hasonló módon 


215 1 7 
EITYGIBRJ 5 zt tehát resf(2—— c ,—— 1; 


15 
sál só 97 i res f(2) — — Zn ii: (— 1) — 2xi, 


ezzel (G) Ó EFIT MG ÉSZT EE 


B) Valós integrálok j I. A módszer vázolása, 1". A reziduum- 
pezzazíjé tögert nAÉt elmélet előnyösen alkalmazható bizonyos valós integrá- 
let alapján lok kiszámítására. E módszer lényege a következő, 

Tegyük fel, hogy az f(x) valós függvényt kell integ- 

rálni valamely (véges vagy végtelen) (a, b) szakaszon. 
E szakaszt valamely C görbeívvel zárt görbévé egészítjük ki, mely bizonyos 7 tarto- 
mányt határol. A T tartományban analitikusan folytatjuk az f(x) függvényt alkalmas 
f(z) függvénnyel, jég es az f(z) függvényre felírjuk a reziduum-tételt. 


a 


j feddx - (0) f fe) áz — Bi A resft2), a) 


k-1 Z7ZKk 
b 
ahol Z1, Z22,..., Za, az f(z) függvény T-beli izolált szinguláris pontjai (104. ábra). 
A reziduumokat és a C menti integrált kiszámítva, az (a, b) menti valós integrál ér- 
téke már adódik. 

Az említett f(z) függvényt gyakran úgy választ- 
juk, hogy az (a, b) szakaszon adott f(x) függvény 
annak valós vagy képzetes része legyen ; ekkor a ke- 
resett integrál az (1) valós és képzetes részének 
szétválasztása útján nyerhető. 

A leírt módszer világosan megmutatja a rezi- 
duum-tétel jelentőségét, amely görbe menti integrá- 
lok kiszámítását reziduumok kiszámítására vezeti 
vissza. Ez utóbbi sokkal egyszerűbb, különösen pó- 
lusok esetén, midőn — ismeretesen — differenciá- 
lással eszközölhető. 

207 
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2". Végtelen (a, b) szakasz esetén a végtelenbe nyúló (a, b) 3- C zárt görbe bizo- 
nyos korlátlanul növekvő (a,, b,) C, görbesorozat határalakzataként (n — 00),s ennek 
megfelelően az (1) bal oldalán szereplő (most improprius) integrálok 


b ban a an 
Í f(x) dz — lim j f(rddx, (OC) J f(2) dz — lim (C,) ij f(2) az 2) 
a it b za ba i 


határértékként állíthatók elő. 


II", ACmenti integrál becslése. 1". Bizonyos alakú és végtelenbeli 
b b 
magatartású f(z) függvények esetén a (C) ) f(z) dz — 0, s így az ( J(x) dx értékének 


a a 
megállapításához csak a reziduumok kiszámítása szükséges (ha egyébként a reziduum- 
tétel feltételei teljesülnek), azaz 


Ön 


li] (2) dx — 2mi S res f(2). 3) 
ns00 k—1 272k 


Lássunk egy-két ilyen esetet! 


27. Ha a z — oo az f(z) függvénynek legalább kétszeres zérushelye, akkor a C,, : 
IzI— R, ő co, Imz - 0 félkör-sorozaton 


lim (C,) Í (2) dz — 0. 


Ha f(2) speciálisan racionális törtfüggvény, akkor nevezője legalább kettővel magasabb 
fokú legyen, mint számlálója. 
Ui. a z — co környezetében f(z) LAURENT -sora 


Cs és 
fg ER te 
tehát abszolút értéke C, mentén 


fö sat e sal dagi Ete. 


R Rz R RII R R; 
a C, menti integrál abszolút értéke pedig R,, — co-nál 
—o9]-t1 
(C,) [/(2) dzi c K-L — 1s-as EÜ, Gee 


3". Ha valamely C, :I121— R, 6 co, Imz 5 — a körív-sorozaton a g(2) függ- 
vény — az arc z-re nézve egyenletesen — a zérushoz tart, akkor bármely pozitív A mellett 
igaz az f(z) — g(z) ei? függvényre, hogy 

lim (C,) Í (2) dz — 0. 


E JORDAN -tól származó lemma igazolását 1. az irodalomban. t 


£ L. pl. Jaepeimves—Illaőam [M. 1.) 


IID. 


4) INTEGRÁLÁS IZOLÁLT SZINGULÁRIS PONTOK KÖRNYEZETÉBEN §) PÉLDÁK ! 
utalunk. 


$ 17808 
Fontosabb integráltípusok. Ezekre nézve a példákra 


Példák 


1. Kiszámítandók az 


új dx f7 dx a dx 
0 


o 
integrálok. 


Megoldás. A) Az f(z) — 


1 j, 

2zIé segédfüggvényt integráljuk a 105. ábrán látható 

zárt görbe mentén. Minthogy az f(z) nevezője kettővel magasabb fokú, mint a számlá- 

lója, ezért lim (C) ( f(z) dz — 0, tehát 
ü ROoo i 


R 


x2 3- az 
-R 


TÖ8 GES öt MEDI. ARRRT B EE 
ROcc : a aj a? Ea ) 2 4 a JT j 
o 


— 


zzal 


1 
sz ömitesfíg) sári [ős KER 
i Ed PÉN 


105. ábra 
a 3 3 l 50 
Végül I — x/2a, összhangban az elemi úton nyert 3 9 7 [ret a] — or/2a ; 
0 
eredménnyel, 
B) Az f(z) — (5 
81 ej 


segédfüggvényt integráljuk az előbbi zárt görbe mentén 
Most az f(z) nevezője még magasabb fokú, így lim (C) J 


— 0, és 


dx 
KÖZE erteatése s ÁR 


zzsai 


d? (z — ai)? . [ d? 1 37 
—2rx ZET ást E TF RETTENET si 
"zim, [d erer]7 ir ekzorr alítigá ra 


Megjegyzendő, hogy ez széken a zárt görbén belüli egyenlet szinguláris pont, a z — a 
harmadrendű pólus volt, míg az előző esetben csak elsőrendű. 
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ft 923 1 art-sőrbs változáti 
C) Ekkor fíz) — TET 1 a zárt görbe változatlan, 
sére (C) Í — 052, — aelr14 és 2, — a ein ; 


álá. is 


2I — 2mi A2e 178 "9 gt 
2 Számítsuk ki az 
pere Tf BKKdE ő egy pl [7 emttedk öt vez ft zike 
) Egg! KESZ ES FEJ ajó 
0 0 0 
integrálokat. 
iz ü. 

segédfüggvényt integráljuk az előbbi zárt 


Megoldás. A) Az f(z) — svi 
függvény a C mentén eleget tesz a 


B 1 
Minthogy a g(z) — ZIé 


görbe mentén. 
egyenlőtlenségnek, ezért R — co esetén egyenletesen 


2) IS max I g(z) ] — —— 
hez) ző mást 991 — ga j 
tart a zérushoz, és JORDAN lemmája szerint lim (C)[— 0. Íly módon 

R—soo 
gt ez. 


. 


zzsai 


21 — isa ds — 2m i res f(z) — 27 i jós sz 
2z zszai a 
a zárt görbe változatlan és 


B) I eimz 1 
) Itt f(z) — Tiszti g(z) — ) TETEGES Jer 
JORDAN lemmája értelmében lim (C) j 0, 2, — eiz13 , és 2, — eliz 13 
é RO oo 
eimz 


.2 2 VAR 
21 — 2ni a [7 Br [/ ző vi 


a zárt görbe változatlan, JORDAN 


c) Most f(z) — . e! g(z) — 22 7- az a 


lemmája értelmében lim (C) ( —0, 2 — ia; 
ROoo 
i 
21 — Im] dni B : je Im [1 e—41] — agre— e 
zeia 


sin x 
—— dx integrál értékét. 


3. —— Határozzuk meg az I — za 
é 0 
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i2 
Megoldás. Az f(z) — Si segédfüggvényt most a 


z 


106. ábrán látható zárt görbe mentén integráljuk, 
mely kirekeszti az f(z) függvény z — 0 szinguláris 


pontját. Caucny tétele értelmében 


fú Df4f (0 Ted 


—R ; 
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106. ábra 


JORDAN lemmája értelmében lim (c) f — 0. Továbbá a z —0 hely környezetére 
RO oo 


érvényes 


elz 


1-biz-k (i2j3/2-k . . 


7 Ez 


Zz 


— 3 Tt P(2) 


LAURENT -sor felhasználásával (ahol P(z) a reguláris rész) írhatjuk, hogy 


r60 


1 
— lim [ln z 4 (iz — 214. 
root 4 


Ily módon 


cos x .( sin x 
- xdi 


oo 


—— dx —2i 
x 


. ím (ő ! kz dz — Jim [9 16 6; 9 P(z) az] 285 


, 
.9] 7 —1i1m 
Er 
eix 
-[§ 28 
alá 
— dx—i 
0 


tehát I — r/2, megegyezésben az I — Si (co) — x/2 eredménnyel. 


4. Számítsuk ki az 


27 
FA ESA BERG SE 
Es] 1 — p cos x -- p? 
0 
2n 
bézs 
3 — ) (PF gcosx 


integrálokat. 


0oLpac 1, 


p23g 5-0 


312 24. 8. KOMPLEX VÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK INTEGRÁLÁSA STB. 


Megoldás. A) Az eix — z helyettesítéssel élve, írhatjuk, hogy 


2 dz 2 eix 3. e—ix foti : 
ix —i]nz, dx mg sze S zer] 
ezekkel az integrál 
dz idz 
17-(0 dj (O ÖSEZTET DET 


7 iz(i —pz—E 4 p?) 


alakot ölt, ahol C a z — eix, 0 a x a 2m egységkör-vonal. Az integrálandó pólusai 
z, — p, za — 1/p; közülük csak az első esik a C belsejébe. A reziduum-tétel értelmében 


i 297 
—2nxi zi . 
1 erez záere 1 — p? 


B) Hasonló helyettesítéssel integrálunk 


— (C) pre 
2 


—izdz 


hHpz-k 5 


módon alakul; a C az előbbi egységkör. Az integrálandó 
TÉ2 ESB 1 sátrai 
2-7-1—p-V?— él, 22-71-27 e) 


másodrendű pólusai közül csak az első esik a C belsejébe. A reziduum-tétel értelmében 


—iz(z—2y 


I — 27 i lim Fe 3 
mndz T zzz —zgt 


4i d jé . 8z 214 Ze 2np 
TP (21—z)?  (p?— gizi 


—2 —- 
il Va E Úji 
5. Számítsuk ki az 
I, — j c0s9 x dx I, — J sin? x dx 
ff 0 á 
integrálokat. 
Megoldás. Az f(z) — eiZ segédfüggvényt integráljuk a 
107. ábrán látható zárt görbe mentén. CaAucHY tétele értel- 
mében 


"4. R 
3 f4(copf 4(cf — 0. 
o 
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A C, mentén 2? — Z helyettesítéssel kapjuk, hogy 


ha elt 
lim (C. iz dz — him (CI —díi 0, 
im (CI) f/eíz dz — Him ( 977 a 


RO o 


JORDAN lemmájának megfelelően. 


Határátmenetre térve, és az ismert f e-t dt — Vr/2 eredményt felhasználva nyerjük 


végül, hogy 


o 


ék 1--i]/x 1 1/z 
[e dx— — Vé azaz 1-n- VE. ; 


0 


y) A logaritmikus 
reziduum. Az 7" 
argumentum-elv 


I. A o(2) f(2)/f(2) függvény reziduuma. 
1". Legyen az f(z) függvény reguláris valamely szaka- 
szonként sima, zárt G JORDAN -görbe mentén és belsejé- 
ben, az utóbbiban véges számú pólus kivételével, 
Tegyük fel, hogy f(z) nem válik zérussá a G mentén. Legyenek továbbá az f(z) függvény- 
nek a G belsejében levő zérushelyei és pólusai az, ae, . . . , an illetve bi, bo, . . . , b; 
rendre 041, 09, . : . , Cs illetve B1, Be; . . . , Pn rendszámmal. Legyen végül p(2) tetszőle- 
ges, a G mentén és belsejében reguláris függvény. 


2", Állapítsuk meg — a reziduumtétel segítségével — az 


1 szt JŐ 
mia 9(2) 2) dz 1) 


integrál értékét mint a p(z) f(2)/f(z) függvény G-beli izolált szingularitásaira "vonatkozó 
reziduumainak összegét. E függvény G-beli szingularitásai éppen az d, do,...:., dn ÉS a 
b15 Dos : ss ban pontok, Í 

37. Az a; (i — 1, 2, . . ., n) pontok környezetében függvényünk — a o(2), f(2) és f (2) 
függvények TAYLOR -sorának felhasználásával — előállítható az 


f(2) — [elad -k p(ap) (z — aj) -- . . 1 [Ar az (z — ajai— 4 : a] 


ft) A: (z — apai 3 Ai (z — ajatib. s 


— .(p(ai) - 9 (a) (z — ai) 4. 22] [d: ei 7 . - 1] (2a) 

(z — a;) [4: a Ai, (z — aj) 4 . ..] 
alakban, ahol A; :£ 0. Az F(2)-nek — a g(a;y550 esetén — láthatóan egyszerű pálusa 
van az a; pontokban; ezekre vonatkozó reziduumai tehát — az ismert formula szerint — 


F(2) — e(2) 


ved Pe) ez BDZTSE tg (2b) 
2—d; A: 


Ha o(ap — 0, akkor e reziduumok nyilván zérussal egyenlők. 


314 4. §. KOMPLEX VÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK INTEGRÁLÁSA STB. 


4", A bj(j— 1, 2, . . ., m) pontok környezetében függvényünk — a g(2), f(2) és f (2) 
"TAYLOR -, illetve LAURENT -sorának felhasználásával — előállítható az 
J(Zja a [9(0j) Az p (bj) (z — bj) 3- . . .] [—B; Bj (z — bj)78j71 4...) 
F(z) — 9(z) 5 j 
HD B; (z — bj)-5i 4 Bj (z — bj)—8jt1 4 .. 
.. P(b) 4 erb) (z — bj) -- . . .1[— Bj Bj 7 §...] 
(z — bj) (B; t.Bj a (z — bj) — ..J 


alakban, ahol Bj 0. Az F(2)nek tehát — a g(bj) 5-0 esetén — nyilván egyszerű pólusa 
van a bj pontokban is; ezekre vonatkozó reziduumái tehát 


res F(z) — pb) (—Bj Pp) 
2— ba B; 


N p(8j) — 0 esetben a reziduumok is zérussá válnak. 


(3a) 


—Bj (bj). (3b) 


5", Ezek alapján a szóban forgó integrál értéke nyilván 


1 Fe) 3; 
2mi b BET) 42 — po a pla) — S fogja ptb)), 4 


vagyis a p(z) függvény f(z) zérushelyein felvett értékei sale és f(z) pólusaiban felvett 
értékei összegének különbsége, megjegyezve, hogy valamennyi értéke annyiszor veendő 
számításba, amennyi az illető zérushely vagy pólus rendszáma. 
6". Ha speciálisan p(z) — z, akkor nyilván 
1 f , G 
MEZ d § — vB8B;b 5 
mt Ta Ezt po l ij 
vagyis integrálunk értéke az f(2) fósövény G-n belüli (és rendszámuk szerint számításba 
vett) zérushelyei összegének és pólusai összegének különbségével egyenlő. 
Előfordul még a p(z) — z? speciális eset. 


II. A logaritmikus reziduum. 17. A most nyert formula egy újabb 
fontos speciális esetét kapjuk, ha p(z) — 1. Ekkor formulánk 


! 
1 f 2), j 
-N-—-P ! 
2mirő) 127 (6) 
m m 
alakot ölt, ahol IN — 2 a; az f(z) zérushelyeinek száma a G belsejében, P — 2 B; 
a] 


pedig az J(2) pólisáinak száma ugyanott, valamennyi zérushelyet és pólust fsljdszára 
szerint véve számításba. 


2". Ezen integrált — a [lnf(22] —f (2)/f(2) körülményre való tekintettel — az 
f(z) függvény G görbére vonatkozó logaritmikus reziduumának nevezik; 
értéke — a most nyert eredmény szerint — annyi, mint az f(z) függvény G-beli gyökei 
és pólusai számának különbsége, valamennyi zérushelyet és pólust rendszáma szerint 
véve számításba. 
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3". Az előbbi formában — értelemszerűen hasonló feltételek mellett — az f(z) 
helyett f(z) — a is állhat. Ekkor 


1 f(2) 


2mi b) f(2) — a 


dz — N" — P", (7) 


ahol N" — P" a g(z) — f(z) — a függvény G-beli (és rendszámuk szerint tekintett) 
zérushelyei, illetve pólusai számának különbsége. 

III. Az argumentum-elv. 1". A logaritmus reziduum néven megismert 
get felírható 


ét b húz ő d In f(z) — 5— ső di]n1f(2)1 : bigz ző d arc f(2) (8a) 


(G) 


lakban is, ahol az arc f(z) függvény valamely sink folytonos ága veendő. 
Az In I f(2) I egyértékű függvény értéke — a G zárt görbe z-vel való körüljárása után — 
visszatér kezdeti értékére, vagyis 


1 Ő di ba 1 ELERESE gb 
szi Ő dalra! — ság [11901] 0. 8b) 


roeiy" 


Az arcf(z) kiválasztott egyértékű ága 


viszont általában megváltoztatja értékét bizo- o 
nyos AG arc f(2)-vel, miközben a z pont kö- 
rüljárja a G zárt görbét — kivéve, ha ugyan- 
akkor a w — f(z) pont a w — 0 origót belse- 
jében nem tartalmazó zárt görbét kerül meg 


k—1, 2, ... ízben (108. ábra). 
E ea sltke után írható, hogy 


(8. arcw e 6r) 


fe ő 
Szi s. 73 dz — Sa arc fa - (8c) 108. ábra 


Végül — a logaritmikus reziduum II"-beli értékének felhasználásával — a 


AG arc f(z) — 22 (NN — P) (9) 


eredményre jutunk. E formula juttatja kifejezésre az ún. argumentum-elvet, amely 
szerint — az I" 17-beli feltételek mellett — az arc f(z) növekménye, miközben a z pont 
a G görbét egyszer pozitív értelemben körüljárja, megegyezik az f(z) függvény G-n 
belüli (rendszámuk szerint számba vett) zérushelyei és pólusainak számának 27t-szeres 
különbségével. 

IV". Rouc§É tétele. 1". Legyen az f(2) és a g(z) függvény reguláris a G zárt 
görbe mentén és belsejében, továbbá a G mentén 1] f(2) I 5 ] 2(2) ] 5 0. 

Vizsgáljuk — az argumentum-elv alkalmazásával — az f(z) és az f(z) -- g(2) 
zérushelyeinek számát a G belsejében. 
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Minthogy arc [f(Z) -- g(2) ] — arc f(2) 3- arc [1 -k g(2)/f(z) ], ezért írható, hogy 


Ag arc [f(z) 3- g(2) 1 — Ag arc f(z) - Ag [ GE 1]; (10) 


Az utóbbi tag azonban zérussal egyenlő, mert [o(2) — ] g(2)/f(2) ] C1 lévén] az 
w — 1 -- g(2)/f(z) — 1 -- o(2) elre) pont nyilván az 0 — 0 megkerülése nélkül tér 
vissza kiindulási helyzetébe, miközben a z pont egyszer körüljárja a G-t. E meggondo- 
lás és az argumentum-elv alapján tehát az 


Ag arc [f(z) -- g(2) ] — Ag HG f(2) —-2zN ; (11) 


eredményhez jutunk. E formula RoucHÉ tételét juttatja kifejezésre, mely szerint 
— az előrebocsátott feltételek mellett — az f(z) és az f(z) -- g(z) (rendszámuk szerint 
számba vett) zérushelyeinek száma a G belsejében egymással megegyezik. (Az argumen- 
tum-elv alkalmazhatóságát az If(2) I 51 g(2)] 50 feltételből folyó [f(22] 30 és az 
12) - gb) IZ]1f2)1—le(2) ! körülmény biztosította.) 


Példák 
1. — Oldjuk meg a következő zárt görbe menti integrálokat: 


A (GŐZSzdz G:lzl—2; B) (GYŐzzetgzdz, G:lz]1— 4. 


Megoldás. Az integrálandót megfelelő alakra hozva, az I" 5"-ben tanult formulát 
alkalmazzuk. 


LAT ÉNSt GÉM SGŐE ÉVRE X E ZRS . 
sin2z — sinzcosz tgzcosz — tg3z cosiz 


A) 


, 


vagyis integrálunk 
az te 2) 
(G) b e éz] dz 


alakra hozható. Erre az említett formula már alkalmazható; az f(z) — te3z és a 
p(z) — eiz függvény eleget tesz a szükséges feltételnek. 
Az f(2) — tgz függvénynek a G belsejében az a, — 0 pontban a, — 3-szoros 
zérushelye, a b, — :r/2 és ab, — — x/2 pontban pedig 8, — 8, — 3 rendű pólusa van. 
Az integrál értéke tehát 


(Gy ez CS áz — e ri In Pl) — Ar PG — B Pl) — 


£ 4 


szé 
vált SE NTHTR 2 3e c) HE ERT THE TÉK ÉR 
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Ugyanezen eredmény nyerhető a reziduum-tétel segítségével: 


A 

v8 , A 

6 eiz 6 6ez  6et"s 

res ——-— — ——— — 
2—oSsIn2zZ — 2cos0 


; sz —73i 
at sin 27 2 cos I "hi 


6 eiz ts 8 4 9 
(hsz dz — 2 mi(3 — 31 3- 30) — ni, 


B) Ez esetben 
fiz s siaz, Tf (2) s cosza miez) sz 
továbbá 
asz kü asz KSET 0 1; 


Az említett formula alkalmazásával nyerjük, hogy 


(G) Ő 22 ctgdz — 2m i [(— 7)? 3-0 4 72] — 4 mi. 


2. Határozzuk meg az argumentum-elv segítségével, hogy hány gyöke van az alábbi 
egyenleteknek a megjelölt tartományokban: 

A) z13-233-1—0, a jobb felső negyedsíkban; 

B) 24 34 22341-—0, ajz] 2 körbelsőben. 

Megoldás. A) A z pont fussa körül a) az x tengely 0 — x Ca R darabjából, b) a 
2 — Rei", 0 — t — x/2 negyed körívből és c) az y tengely R 5y 5 0 darabjából álló 
zárt görbét (G), midőn R — oo. 

Az a) szakasz befutásakor w — xt 4 x3?3-1—uzl és arcw — 0, tehát 
A, arcw — 0. 

A b) szakasz befutásakor 


arc w — arc (zt 3- 2? 3- 1) — arc [7 


1 1 
zaj 
z Z 
1 1 5 
—4darcz-harc[145 2] S 4arcz, 


midőn R 6 oo, tehát. A, arc z — r/2 lévén, A, arc w — 2. 

A c) szakasz bef. !isakor a w pont az u — y! -- 1,v — — v3$azazv — — (u — 1) 
parabola u tengely alatti szakaszát futja be, a végtelenből kiindulva az (1, 0) pontig, 
miközben : 

edzés 
A, arc w — arc 1 — lim arc tg 731 — 0. 


1— 0 


Az egész zárt görbe befutásakor a w arkuszának teljes növekménye tehát 
Ag arc w — A, arc w -- A, arc w -- A, arc w — 0 3- 2m 3-0 — 2m, 


következésképpen —az argumentum-elv szerint — az első negyedsíkban egyenletünk- 
nek csak egy gyöke van. (Megjegyzendő, hogy az f(z) — zt 3- 22 4-1 függvénynek 
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a nyílt síkban nincs pólusa, csak magában a z — co pontban; viszont ittz-£ ös, 
csak 00.)" § 
B) A z pont fussa körül a z — 2(cosp3-isingp), —n CC px egyenletű, 


zt pa 
vagy p— tg; helyettesítéssel a 
1—é 4. 26 1--it 


Esg 2 -- 8.3 
ges SET eds TEK Ab VETT 


og. ss tk eő 


egyenletű körvonalat. A megfelelő képgörbe egyenlete 


17 ÉB (25 — 102 £--9 [0 ) le i(7161— 448) TB ws, (2) . 
(1—i2s w, (2) 
Eszerint 


A arc w — A arc w,, (t) — arc w,, (2). 


. A— co Lt a oo paraméterváltozásnál a w., (t) 
görbe (109. ábra) helyzetvektorának  szög- 
változása A arc w,. (2) — 4m, a w, (2 görbe 
helyzetvektoráé pedig A arcw,, (£) — £ A arc 
(1 — ii —— 4x. A w teljes szögváltozása 
tehát 


A arc w — 4m — (— 4m) — 87m, 
s így — az argumentum-elv szerint — egyen- 
letünk mind a négy gyöke a ; z ! — 2 kör bel- 
sejében helyezkedik el. 
3. Határozzuk meg RoucHE tétele alapján, 


hogy hány gyöke van a Iz: CC 1 körben az 
alábbi egyenleteknek: 


A) 22—4757322—1—0; 
109. ábra B) 8—525—/2241—0. 


Megoldás. A) Legyen f(z) — 28 — 425, g(2) — 22—1. A "z1— 1 körvonalon 
If2)l—128—425]—]22—4154— 1231 —3, és Ig(2) —]22—11£]2]- 
-- 1 — 2, tehát If(2) I 5] g(2) I. Így RoucHÉ tétele alkalmazható, . és szerinte az 
adott [/(z) -- g(z) — 0] egyenlet gyökeinek a száma a I] z] C 1 körben megegyezik 
az f(z) — 25 (z2 — 4) —0 egyenlet ottani gyökeinek a számával, azaz 5-tel; ui. 
2—-4-7-0 halz] LIL 

B) Legyen most f(2) — — 5 25 -- 1, g(22— 22— 27. A 12z]—1 körvonalon 
f2Dls45]g(2 ! 3. Így a Iz] — körben az adott egyenletnek ugyanannyi 
gyöke van, mint ott az 5 ző — 1 egyenletnek, azaz 5. 


: Itt a gyökök abszolút értékeinek felső korlátja 1 -- t — 2, s így még ROcc sem szükséges. 
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e) Műszaki alkalmazások 


a) Lineáris auto- VII". A RourH—HuRkRwirz-féle stabilitási kri 
matiktis szabá- tGéTiti 1. Az  argumentum-elv alkalmazása. Az 
lyozási rendsze- alább vázolandó stabilitási kritériumoknál szükség van a 
rek (B. rész) (d) y)-ban ismertetett) argumentum-elv néhány módosított 


alakjára, illetve következményére. 
Tekintsük a 
Dn() — ag An - ay At... 4 an 1) -k an, a 50 (802) 


alakú valós együtthatójú, n-ed fokú algebrai egyenletet. Gyökeit A4, Ao, . . 5 An módon 
jelölve, gyöktényezős alakja 


Da(2) — aA — A) 0 — a)... — nm), as 0 (80b) 
módon írható. Ha A — i wo, akkor a (80b) 
Dn(io)—as(io—A)(io— A) ...(19— An), a 50 (80c) 


alakot ölt. 


A komplex számsíkon ao, Ai, Az, . . ss An egy-egy állandó vektorral, iw a képzetes 
tengelybe eső, változó vektorral, (i w — A), (i v — A), . . ., (i w 3- An) pedig a 21, Ag, . . ., An 
rögzített pontokból az i o futó pontba vont változó (különbségi) vektorokkai szemlél- 
tethető, végül maga a Dn(i w) olyan vektorral, amelynek hossza 


IDn(i o) — ag li o — A] li o — Ag] . . . li 0 — An], (80d) 


vagyis az (i o — 24) különbségi vektorok és az ag vektor hosszának szorzata, hajlásszöge 
(a pozitív valós féltengelyhez képest) 


arc Dn(i w) — arc (i o — A) -- arc (i w — A) -- . . . 4 arc (i o — An), (80e) 


vagyis az (iw — 24) különbségi vektorok hajlásszögének összege, lévén az arc ag — 0. 


Ha — co-től -- oo0-ig változik v, ugyanakkor az (i w — 2x) különbségi vektor hajlás- 
szögének növekménye 


x, ha ReAx 0 
A arc (i w — Ax) — (80£) 
—n ha Rey 50 


azaz 3- m, illetve — sr attól függően, hogy a Ax gyökpont a bal, illetve a jobb félsíkon 
helyezkedik-e el. 
Legyen m gyökpont a jobb félsíkon, n — m pedig a bal félsíkon; akkor a Dn(i w) 
vektor hajlásszögének növekménye, az w említett változása mellett — a (80e) szerint — 
A arc , Dr 0) — (n — m) x — ma — (n— 2m) xm. (81) 
—cogos 


Eszerint a Dn(i o) arcusának növekménye, midőn az wc változó — co-től -- co-ig nő, és a 
Dn(1) — 0 egyenlet m gyöke pozitív, m — n gyöke pedig negatív valós részű, éppen (n — 2m) a. 
E tétel az argumentum-elv következménye. 


"Tegyük fel, hogy a Dn(2) — 0 egyenlet összes gyöke negatív valós részű, azaz 
A; — — o, illetve Axka1 — — ay tt iBk, ahol oz 5 0, az 5 0. (82a) 
Ez esetben a gyöktényezők 
4—N— A or illetve (A — 24) (A — Ax) — 12 -F 2644 -F og B (82b) 


alakúak, vagyis pozitív együtthatójúak. Behelyettesítve ezeket a (80b)-be, látható, hogy a 
Dn(.) összes együtthatója pozitív. Viszont — mint látni fogjuk — a pozitív együtthatójú 
Dn() — 0 egyenlet gyökei nem feltétlenül negatív valós részűek. 
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2", MIHAJLOV-kritérium. Tekintsük a lineáris, koncentrált paraméterű, automatikus 
szabályozási rendszer (4) differenciálegyenletének 
Dn(?) — ag Az 3 ay An 4... an 14 tan 7-0, a 50 (83) 


alakú karakterisztikus egyenletét. Ha ennek minden gyökpontja a bal félsíkra esik, azaz 
m — 0, akkor a (81) értelmében 
A arcDr(io — na. (84) 
Ez a rendszer stabilitásának feltétele. 
A D.(i o) függvény geometriailag az ún. jelleggörbével szemléltethető. A függvény 
részletesen ! 


Dx(i 0) — ag (i o)n -- aj(i w)n—1 -- . . . -- an. 1(i 6) - an — u(w) -- iv(e), — (85a) 
vagy szétválasztva 


(0) — an — an 2 60? 3- dn-4 0? — -k . . ., V(w) — an.1 0 — an s 63 4 ans 65 — -k... 


(85b 
alakban írható. Minthogy 
u(—w) — u(o) és v(— w) — —v(o), 
ezért ps 
Dn (— i o) — u(o) — iv(o) — Dx(i 0). (85c) 


Eszerint a jelleggörbe w-hoz, illetve —w-hoz tartozó ága egymásnak tükörképe a valós 
tengelyre vonatkozólag. Elegendő tehát csak a 0 Sw Zoo értékekhez tartozó ágat 
vizsgálni a A arc D(i e) szempontjából, mert nyilván 


É 
A arc Dn(i 0) — — Aarc D.(i o), (85d) 
0£0£oo 2 —oog0£1-oo 


Ezek alapján MIHAJLOV 1938-ban a következő stabilitási kritériumot adta meg: Az 
automatikus szabályozási rendszer akkor stabil, ha — a pozitív valós féltengelyből kiindulva, 


pozitív értelemben — éppen n x/2 szöggel 
fordul el a D.(i 0) vektor, azaz éppen 


110a. és b. ábra 


n negyeden halad át a D,(i o) jelleggörbe, midőn az e változó 0-tól co-ig növekszik; itt n 
a Dn(4) — 0 egyenlet fokszámát jelenti. 
A D,(i w) görbe csak akkor halad az említett módon, ha 


u(0) 5 0, V(0) 5 0, továbbá az u(o) — 0 és a v(w) — 0 , (86) 
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egyenletek gyökei valósak, mégpedig az u(w) — 0 egyenlet két szomszédos gyöke között 
helyezkedik el a v(w) — 0 egyenlet egy gyöke, és fordítva. A rendszer akkor van a stabilitás 
határán, ha a jelleggörbe n — 1 negyeden áthaladva (valamely w9-nál, melynél egyide- 
jűleg u(ws) — 0, és v(w9) — 0) metszi az origót. 

A 110a. ábrán stabil, a 110b. ábrán pedig instabil rendszer görbéi láthatók. 


3". . ROUTH-HURWITZ-kritérium., . A (84)-ből következő (86) teljesülésének  fel- 
tételei nem állapíthatók meg a D/(i w) jelleggörbe alakjából, de megadhatók a (80a) karak- 
terisztikus egyenlet együtthatóinak bizonyos kifejezéseivel., 


"Tegyük fel, hogy a D(4) — 0 egyenlet n fokszáma páros. Ekkor a 
Re Dr(i 0) — u(o) — -- (ag on — a, on? 3 ay, on—4 — - ... -- an) (87a) 
eggyel magasabb fokú, mint az 
Im D.(i 0) — v(w) — 7 (az on—i — az 0r—? 4 az wn—ő — 4...) (87b) 
Végezzük el most — az u — u(w)-ból és az u, — v(w)-ból kiindulva — az 
u — uj 0) — u? Uj — u. Oz — Uz, Us — uz 035 — Ugy 
tes Un-2 — Un-1 On—1— Ün;  Un—i — Un On (88) 


osztássorozatott (ahol —uj4, az i-edik osztás maradéka, -- 441 pedig az i-- 1-edik 
osztó), majd képezzük az r 5 
: Ú, Új, Úgy s s sz Un 15 Un (89) 


sorozatot, az ún. általánosított STURM-láncot. 


Kimutatható,"t hogy ha e lánc bármely polinomja az előzőnél eggyel alacsonyabb 
fokú, és e polinomok első együtthatói váltakozó előjelűek, akkor az u(w) — 0 és a v(w) — 0 
egyenlet gyökei valósak, és egymást váltogatják. 

Az említett osztásokat elvégezve, írhatjuk, hogy 


üg — 2 (C1g 0-8 — Cs 00—t 4 Cgg a—6— s.) 


ahoi 
d1 d — do dz day 44 — ao ds d1 d — dog dz 
örs s — ;,  Cgz — — pg Ea SET get e ÉTÉSAE (90a) 
az [a az 
továbbá 
ug — TF (Ci4 00—3 — Cgy 01—5 4 Cgy 00? — ss 9) 
ahol 
Ci1s dz3 — d1Ceg Cig d5 — d1 Cgz Cig d7 — d1C43 
ÚÓLS ES Tent 49 EGER ET Balk 1 OSZ SEEEZEEZEZE "Eg , ss;  (90b) 
C1g C13 Ci13 
továbbá : 
u4 — Tt (Cis 0-4 — Cez 0106 -k Cgz 0N—B — -F ss) 
ahol ; 
C14 Ceg — Cig Cga C14 Cs3 — Ci3 Csa Ci14 Ca3 — Ci3Ca4 
ösze ; Cs — ———— ———, "Cs — , ses (900) 
C14 C14 C14 


A Cr együtthatók általános alakja 


C1,i—1 Ck-3-1,—2 — Ci,i—2 Cle--1,i—1 A 
Cki — — , (91a) 
4 Cs, i—i 


§ L. bővebben pl. Sracmó [M. 9.4 
tt L. pl. byxkc—JlesnH [M. 29.1. 


21 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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vagy másként 
E ÉLES , (91b) 


Cki — Cka1,i—e — Ti—iCk41,i—a ahol Ti-i 
Ci 1—1 


A Cr;i együtthatók gyors kiszámítását teszi lehetővé RourTH alábbi táblázata (11L. 
ábra): 

A táblázat használata a (91b) alapján történik. 

A STURM-lánc fentebbi sajátságaira támaszkodik Rourmn alábbi kritériuma 
(1875): 

A rendszer stabilitásának szükséges és elégséges feltétele, hogy a (RROUTH-táblázat első 
oszlopában szereplő) do, dai, Cigs Cias 
C15; e. együtthatók mind  pozitívok 
legyenek, azaz 


[/ 


d 50,a1 50, ci 50, 
Ca 2 05.632 0 ss (92) 


E feltételek mellett tehát a Dn(2) — 0 
karakterisztikus egyenlet gyökei mind 
negatív valós részűek. 

Különösen előnyös a ROUTH-kri- 
térium, ha a D(A) — 0 egyenlet gyö- 
kei számszerűen vannak megadva. 

"  "RourTH kritériumából könnyen 
nyerhető HuRwirz kritériuma, 


15 Egy PC 24 I C2s 7 Cgz IC [ Css CC CS CST 2Cs 


111. ábra A (RourH -táblázat első oszlopá- 
ban levő) cix együtthatók előállíthatók 
di do 
di d? — do dz az az Az 
Csi — dos Ci2 — d1 — 41 Ciz — zi EZ NKOTÓL 
di az Az 
d1 ag 0 
di do di do az az vi 
dzs de d; d4 d; d4 dz 4z 4k—i 
Ci14 — ] 7-7 ———  —  — — — , : ss, Cik — 
; di do di 09! Az 4k—? 
d3 ds daz az 


SELCEKKZÜOS alakban, ahol a Ax — k (k — Il, 2, . . ., ny az ún. HuRwirz-determinán- 
sok a 
a; a 0 0 0 00 0 
ds az a a 0 0 0 0 
jet ég: úg üsd: da: 07 0 s 
Az] €n—-is :. €4. Cs. da. di. do (935) 
0 an dn-i- .  da4 ag az 
0 0 0 dn dn-i : . . 
0 0 o 0 0 dn dn—1 dn-a 
00-70 0-0 0 70.-O az 


determináns bal felső sarokdeterminánsai. 
HURwWITZ e jelöléseivel a (92) alatti RourH -kritérium 
d 5 0; AL 5 05-45 05/4450 i (94) 


alakban írható. HURWITZ kritériuma (1895) tehát-így fogalmazható: 
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A rendszer stabilitásának szükséges és elégséges feltétele, hogy ag és a 4k (Rk ADs ké 
n) HURwITZ-determinánsok mind pozitívok legyenek. 


Alacsonyabb n-értékek esetén a (94)-et az alábbi egyszerűbb egyenlőtlenségek alak-. 
ában szokás felírni: 


ns 1 esétén aj 5 0, k — 0, 1;; (95a. 
nz 2 esetén "az 5.0, k.sz 0, 1; 2; (95b) 
— 3 esetén ar50,káaC0,...,3 és 
a az — ay az 5 0; (95c) 
n — 4 esetén ar50,k—0,...,4Éé 
az a, ag — ag az — az a, 5 0. 95d) 


3 


bb5" látható, hogy - pozitív együtthatók csak n-E 2 esetben elegendők a stabilitás 
iztosításához, 


Az nz 5 esetben a magasabb HURWITZ-determinánsok kiszámítása már "ég hossza- 
Imas ilyenkor előnyösebb a cx: együtthatók meghatározása a ROUTH-táblázat segít- 


égével. 
(93b)-ből látható, hogy 
; FE 
4An—i 


Ci n-ki — sz dni... azaz 4Az E rFn 4n-is (96) 


A rendszer a stabilitás határán van, ha An — 0. Ez bekövetkezhet akkor, ha a D,(2) — 0 
egyenletnek van A — 0 gyöke, illetve A — -- i8 gyökpárja, következésképpen 


an — 0, illetve An. 1 — 0. (97a) 
Az utóbbi eset 


d űj Anz "a 
tg ea eve - [ : (970) 
4n-z Ci n—1i 


határfrekvenciánál valósul meg. j 
VIII", Nyouisr — MiHajtov-kritérium. 17. E kritérium abban különbözik 
az előbbiektől, hogy vele a rendszer stabilitását a nyílt rendszer amplitudó-fázis karak- 


terisztikája -alapján lehet eldönteni, 
szabályozott 
tárgy 


smirg utóbbi mérések útján is nyer- 
ető. 

E kritériumnak fizikai tartalma 
van ; ti. kapcsolatot teremt a nyílt és 
zárt rendszer sajátságai között. 

Adjunk a nyílt rendszernek a be- 
menetnél 


szabályozó 


Xb — Xbo COSWLI (98) 


harmonikus gerjesztést. Ha a nyíltrend- - 112. ábra 
szer stabil, akkor szabad lengése idő- 
vel elül, és állandósult kényszerrezgés érvényesül, mégpedig a gerjesztéshez képest válto- 
zatlan frekvenciával, de az w-tól függően módosult amplitudóval és fázissal (112. ábra). Ez 
utóbbiak a nyílt rendszer amplitudó-fázis karakterisztikájából határozhatók meg, amely 
pedig — mint tudjuk — a rendszer átviteli függvényéből nyerhető, 

2". Ha a nyílt rendszer átviteli függvénye 


X(5) SZAZ) Mny6) (99a) 
Xr(5) Dny(5) 
akkor — mint a (9c, d)-ből ismeretes — ebből az amplitudó-fázis karakterisztika s — ic 
helyettesítéssel, majd exponenciális alakra térve 
X(i o) B Many (i e) z 
A(ow) eir(o) — —— — W(i 0) — ——— — U(w) 1 i V(o) (99b) 
(0) Xk(i o) (2) Dny(i 0) 


ait 
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módon adódik, ahol 


ein szén séz 8 V(o) 
A(o) — I W(i 0) — VU(o) - V(w), — p(w) — arc W(i w) — arctg (0) " (990) 


Ezek felhasználásával a kimenő jel — a (11) értelmében — 


Xk(2) — xpo A(o) cos [o t - p(w))] (100) 
alakban nyerhető. öj 
A W-(i w) — A(o) eiv(o) amplitudó-fázis karakterisztika mint (a 0 £ o £ oo frek- 
venciaközön értelmezett) valós változós függvény az ún. jelleggörbével szemléltethető, 
melynek W-(i w) helyzetvektorai egyidejűleg jelzik az A(w)-t és a p(w)-t. j 
Keressük meg most a nyílt rendszer W(i w) jelleggörbéjének és a zárt rendszer stabi- 
litásának kapcsolatát. 


A W(5) átviteli függvényű nyílt rendszert (negatív) visszacsatolással zárt rendszerré 
téve, átviteli függvénye nyilván 
Xr(3) WD) 
X.(5) " 1-£ W(9) 
módon nyerhető. Vizsgáljuk most a nyílt és a zárt rendszer átviteli függvényének 


sét SRÉÉ RL 2 Dnglttay 4 Magdi a) 1 D(Éő) 
ÁSZÉT ZTTK JET ÖSS EST Day(i 0) — Dny(io) 


hányadosát; itt Dny(i 9), illetve D(i 0) nyilván a nyílt, illetve zárt rendszer karakterisztikus 
polinomja, 2 — i o-val, 


Ha a: nyílt rendszer stabil, akkor 


XI.(5) — W(5) LX(5) — Xr(5)1 azaz — W:(5) (101) 


(102) 


IT 
a arc Dny(i w) — n — 
OZozZos ny( 2 , 


ahol n a Dny(s) — 0 és a D(s5) — Dny(5) 4- Mny(s5) — 0 egyenlet közös fokszáma [ui. való- 
ságos rendszernél Mny(s) alacsonyabb fokú, mint Dny(s5)]. Ugyanakkor a zárt rendszerre 
vonatkozólag általában 


(103a) 


A arc D(i o) — (n — 2m) £ , (103b) 
O0SoSco 2 


ahol m a D(s) — 0 egyenlet pozitív valós részű gyökeinek a száma. A g(i w) argu mentu- 
mának növekménye tehát általában 


4 arc g(i o) — 4 arc D(i 0) — 4 arc Dny(i 6) — —m nm. (103c) 
0OSogo O0OSogSoo O0Sogoo 


Ha a zárt rendszer is stabil, azaz m — 0, akkor a (103c) formula 


Aarcg(io) —0 , (103d) 
OSoSLo j 

alakot ölt. Ilyenkor tehát a változó g(ic) vektor 
kezdeti és végső hajlásszöge megegyezik, követke- 
zésképpen a g(iw) görbe nem kerüli meg az ori- 
gót, vagy ami ugyanaz, a [g(i o) görbéhez képest 
balra, egységnyire eltolt] W(i v) — g(i w) — 1 jel- 
leggörbe nem kerüli meg a (—1, 0) pontot, midőn 
az w változó 0-tól co-ig változik (113. ábra). Ebből 
következik az alábbi (frekvenciás) stabilitási kri- 
térium: 

A (nyílt állapotban stabil) automatikus sza- 
bályozási rendszer (zárt állapotban is) stabil, ha 
W(i 0) amplitudó-fázis jelleggörbéje nem kerüli meg 
a (—1, 0) pontot. lés 
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3-. Többkörös vagy instabil elemeket tartalmazó rendszernél a nyílt rendszer instabil is 
lehet, Ilyenkor a nyílt rendszerre vonatkozólag 


It 
A arc Dny(i w) — (n — 2D) —, (104a) 
0Sv£00 2 


ahol p a Dny(s5) — 0 egyenlet pozitív valós részű gyökeinek a száma. Ha viszont a zárt 
rendszer stabil, azaz m — 0, akkor 


A arcD(iw) — n2, (104b) 
O0OSogLco VA 


A g(i 0) argumentumának növekménye tehát 


A arc g(i 0) — A arc D(i o) — A arc Dny(i 0) — E : 2m. (104c) 
0Seges 2 


A (103d)-éhez hasonló megfontolással jutunk a jelen esetre vonatkozó stabilitási 
kritériumhoz: 

A (nyílt állapotban instabil) rendszer (zárt állapotban) stabil, ha W(i w) amplitudó- 
fázis jelleggörbéje p/2-ször kerüli meg a (—1, 0) pontot. 

A p — 0 esetben nyilván a (103d) eredményt kapjuk. 

Tekintsük most azt a gyakorlatban fontos speciális esetet, midőn w — 0-nál W(i w) — oo. 
Ilyen frekvencia-karakterisztikájúak az asztatikus szabályozású rendszerek, a Szervó- 
rendszerek és általában az integráló elemet tartalmazó rendszerek. 

Ilyenkor a nyílt rendszer karakterisztikus egyenletének van pl. v-szörös A — 0 gyöke, 
azaz j 


Dny(2) — Diny() x — 0, ahol Diny(0) £ 0 (105) 


alakban írható. Eszerint a nyílt rendszer stabilitás szempontjából neutrálisnak mondható. 
A Dny(i 0) — Diny(i 0) (i o)rgörbe tehát w — 0-nál átmegy az origón, ennélfogva a Dny(i w) 
argumentumának változása w — 0-nál határozatlanná válik. E határozatlanság elkerülése 
céljából a A ponttal csak a A — reir (ro 0,0 So £ 7/2) negyedkörív befutása után 
térünk ráa 4 — i w (0 — w) képzetes féltengelyre. Ily módon a 4 arc Dny(4) már határo- 
zott, és a fentebbi stabilitási kritérium változatlanul használható. : 

Az amplitudófázis jelleggörbe kezdeti szakasza tehát a 


(Mny() — Mny(0) 1 
Dny() Diny(0) r 


egyenletű, végtelen sugarú, negatív értelemben befutott v/4 körív, további szakasza 
pedig a 


Wa) - e—g, (r- 0, 05 (106a) 


Mny(i 0) 


VAL ta álat 


, (0€ wZ 00) (106b) 


egyenletű görbe. A zárt rendszer stabilitása esetén e két görbeszakasz nem, illetve D/2-ször 
kerüli meg a (—1, 0) pontot a nyílt rendszer stabilitásának, illetve instabilitásának meg- 
felelően. 


A gyakorlatban előnyös a (fentiek alapján könnyen belátható) alábbi szabály alkal- 
mazása, amellyel elkerülhető az argumentum változásának közvetlen számbavétele : 

A g(i o) argumentumának növekménye, midőn az w változó 0-tól oo-ig nő, zérussal 
egyenlő, ha a W(i o) jelleggörbe ugyanannyiszor megy át a valós tengely (— oo, —1) szaka- 
szán felülről lefelé (ás), mint alulról felfelé (á );ezzel szemben a szóban forgó növekmény 
4 p x-vel egyenlő, ha az említett átmenetek á — á, — á különbsége -- p/2. b 

E szabály felhasználásával stabilitási kritériumunk a következő gyakorlati alakban 
adható meg: c PL 

A zárt, automatikus szabályozási rendszer stabil, ha a W(i o) amplitudó-fázis jelleg- 
görbének a valós tengely (— oo, —1) szakaszán való pozitív (ás.) és negatív (á. ) átmenetei 


g 


éppen á — áy— á — p/j2 számban különböznek, ahol p a (pz3£ 0 esetén instabil) nyílt 
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114. ábra 


115. ábra 


rendszer karakterisztikus egyenlete pozitív va- 
lós részű gyökeinek a száma. Stabil vagy neut- 
rális nyílt rendszer, vagyis p — 0 esetén az 
említett pozitív és negatív átmenetek száma 
megegyezik, azaazá— 0. " 

E fogalmazásban a kritérium igen egy- 
szerűen alkalmazható, amint erről a 114. áb- 
rán feltüntetett esetben is meggyőződhetünk. 

4". Az utóbbi időben elterjedt az W(i w) 
amplitudó-fázis karakterisztika reciprokára, 


1 D-(i o) 
W(io)  M(io) 
kifejezésre alapozott stabilitási kritérium. 

A reciprok ismert tulajdonságai szerint 
az egységkör belsejében (külsejében) levő 
W — Aeir pontoknak az egységkör külse- 
jében (belsejében) levő és előjelben külön- 
böző arcusú W7!— erir/lA pontok felel- 
nek meg; a W(i w) görbe és a valós tengely 
(— oo, —1) szakaszának metszéspontjaihoz a 
W- ti w) görbe és a valós tengely (0, —1) 
szakaszának metszéspontjai tartoznak, ellen- 
kező átmeneti értelemmel (115. ábra). Ezek 
alapján a következő stabilitási kritériumot 
lehet kimondani: 

A zárt, automatikus szabályozási rend- 
szer stabil, ha a W7- Mi 0) inverz amplitudó- 
fázis jelleggörbének a valós tengely (0, —1) 
szakaszán való negatív és pozitív átmenetei 
éppená —á — áz, — p/2 számban különböz- 
nek, aholp a (pzZ0 esetén instabil) nyílt 
rendszer karakterisztikus egyenlete pozitív va- 
lós részű gyökeinek száma. Stabil vagy neut- 
rális nyílt rendszer, vagyis p — 0 esetén az 
említett negatív és pozitív átmenetek száma 
megegyezik, azaz á — 0. 

Ha a nyílt rendszer karakterisztikus 
egyenlete 


Dny(2) — Diny(2) XM, Diny(0) £ 0, v Héln 


alakú, akkor az előbbi kritérium változatlanul 
használható, ha az inverz amplitudó-fá- 
zis jelleggörbét kiegészítjük egy végtelen kis 
sugarú, pozitíve befutott, v x/2 középponti 
szögű körív-szakasszal. 

Megjegyzendő, hogy ha Wc(ivw) helyett 
W(i w)/k veendő, akkor a (— 1, 0) pont szere- 
pét a (—1/k, 0) pont veszi át a fenti vizsgá- 
latokban. 

IX", Tipikus tagok stabili- 
tási vizsgálata. Az alábbiakban meg- 
vizsgáljuk néhány tipikus tag és egyszerűbb 
kombináció stabilitását, az amplitudó-fázis 
karakterisztika alapján. Emlékeztetünk arra, 
hogy a W(2) átviteli függvények k, T, z stb. 
állandói — a (73d) értelmében — pozitív szá- 

mok. Utalunk még az V" 3--re, 


. vagyis a 


W-1(i v) — (107) 
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17. APERIODIKUS TAG. Amplitudó-fázis jelleggörbéje — mint tudjuk — a 


. k 


egyenletű, C(--k/2, 0) középpontú, R— 71 k/2] sugarú, a W(0) — 3-k pontból kiinduló 
alsó félkör. (A felső előjel a stabil, az alsó az instabil nyílt elemre vonatkozik.) 

A nyíltan stabil elem (ne- 
gatív visszacsatolással) zárva is 
stabil marad, mert a Wc(i o) 
görbe nem metszi a negatív va- 
lós tengely (—. oo, —1) szakaszát 
(á— 0), és a DLYJ TAR 
-k 1 — 0 egyenlettiek nincs po- 
zitív valós részű gyöke (p — 0); 
(116a. ábra). 

A nyíltan instabil elem (ne- 
gatív visszacsatolással) zárva, a 
k 5 1 esetben stabil lesz, mert 
a W(io) görbe a valós tengely 
(— oo, —1) szakaszán egy fél" 116. ábra 
pozitív átmenettel (ú — ús — 

— 1/2),aDny() — TA --1—0 ; 
egyenlet pedig egy. pozitív valós gyökkel (p — 1) rendelkezik (116b ábra).AkcI 
esetben nyilván instabil marad a zárt elem is. 


2". LENGŐ TAG. Amplitudó-fázis karakterisztikája — mint tudjuk — 


2 
1— 7? 02-H2Tf ovi 
(110) 


W(i w) — 


(A felső előjel a stabil, az alsó 
az instabil nyílt rendszerre vo- 
natkozik.) 
A nyíltan stabil (és £? ca 
l esetén lengő, £2? 5 1 esetén 
kettős aperiodikus) elem (nega- 
tív  visszacsatolással) zárva is 
mindig stabil marad, ETŐ 
: ászássá 50 és pz 
117. ábra (117a. ábra). Ha a W(i w) neve- 
zőjében --1 helyett —1 áll, ak- 
kor a (kettős aperiodikus) elem k 5 1 esetén zárva is stabil marad, mert akkor ú — 
sz ús — 1/2, és p— 1 (117b. ábra). e 
A nyíltan instabil. elem (negatív visszacsatolással) zárva is mindig instabil marad, 
mertá— ás; — á  — 0, de ugyanakkor p — 2. 
37". SORBA KAPCSOLT INTEGRÁLÓ .ÉS INSTABIL APERIODIKUS TAG. Átviteli függvénye 


szk sző 11 
TSZ CZ 


W(5) — 
Minthogy á— á, — á — 0, de ugyanakkor p — I, a zárt rendszer is instabil marad. 
.4/. SORBA KAPCSOLT INTEGRÁLÓ, LENGŐ, INSTABIL APERIODIKUS ÉS DIFFERENCIÁLÓ TAG. 
Átviteli függvénye 
k (rs - 1) 


VO S TA TIIT S EDT TD 


(112) 
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A zárt rendszer stabil lesz, ha az amplitudó-fázis jelleggörbe a 118. ábrán látható alakú 
(ami a paraméterek alkalmas választásával elérhető). Ekkor ugyanis a W(i w), 0Cw a ös 
görbeszakaszra nézve á, — új4y — 1, a W(reiv), ro 0, 0 p 2 x/2 pontozott) görbe- 

szakaszra nézve pedig dá, — —á, c —l1/2, 
azaz összesen dá — 1/2, továbbá p— I. 

5", KIEGÉSZÍTŐ MEGJEGYZÉSEK. A k dtvi- 
teli együttható kritikus értékének azon kg ér- 
téket nevezzük, amelynél az amplitudófázis-jel- 
leggörbe átmegy a kritikus(— 1, 0) ponton, és a 
rendszer a stabilitás határán van. ; 

Az amplitudó-fázis jelleggörbét elsőfajúnak 
mondjuk, ha a valós tengellyel alkotott met- 
széspontjai (ha egyáltalán vannak ilyenek) a 
(—1, 0) kritikus ponttól jobbra esnek; másod- 
fajúnak mondjuk, ha a kritikus ponttól balra is 
találhatók metszéspontok, 

; Az amplitudó-fázis karakterisztika h, y 
118. ábra mértékű stabilitási biztonságáról beszélünk, ha 


I4A(o9—1I ch és ]p(0) — s] ey, (113 
ahol A(w) —! W(iw)! és p(w) — arc W(i 0). 


FELADATOK 


1. Egészítsük ki és mélyítsük el a fentebb tanultakat Coxoxosmuxos ([T. 7.] p. IL 
r. X, alapján. 

25 Tanulmányozzuk a stabilitási tartomány egyes kérdéseit Coxoxosuukos [T. 7.] 
p. II., r. XI. alapján. 

3. Vizsgáljuk az automatikus szabályozási rendszer stabilitását logaritmikus frekven- 
cia-karakterisztika módszerével CoxoxoBBnkos [T. 7.] p. II., r. XII. alapján. 

4. Végezzük el a stabilitás vizsgálatát néhány konkrét példán  CoxoroBHuROoB 
[T. 7.] p. II. r. XIV. alapján. 

iz Tanulmányozzuk a stabilitási viszonyokat gépek és motorok automatikus szabályo- 
zásánál pl. Bxox [T. 44.] V—-X.,  Aüsepman ÍT. 43.] VII—XIV. alapján. 

6. Tanulmányozzuk behatóbban a HuRwirz-féle kritérium matematikai alapjait Byrc— 
Arsun [M. 29.] V. alapján. 


kk 


8) Vegyes műszaki I". Caucyy-típusú integrálok a síkbeli ru- 
alkalmazási fel- galmasságtanban. Mélyítsük el a Caucny-típusú 
adatok integrálra vonatkozó ismereteinket, majd tanulmányozzuk 


modern alkalmazásait a rugalmasságtan kétdimenziós kerület- 

. 3 érték feladatainak megoldásánál, az integrálegyenlettel való 
kapcsolatokat is érintve, ? 

Ajánlott irodalom: MycxsxumBuan [T. 8.), ra. 7ETB. n Ham. — JIABPERTBEB —IITAÓAT 
ÍM. 1.] III. 3. — IMMIHLIN. / 


5, §. KÉTDIMENZIÓS VEKTOR-, SKALÁRTEREK ÉS 
KERÜLETÉRTÉK-FELADATOK 


a) Kétdimenziós LapLace-terek 


a) Kétdimenziós I. Kétdimenziós vektorterek. 1". A VEKTOR- 
zs sség, ska- TÉR ÉS LEIRÁSA, Vektortérnek nevezzük az olyan teret 
vagy térrészt, amelynek minden pontjához egy-egy vektor 


van hozzárendelve. Itt csak stacionárius, vagyis az időben 
állandó vektorterekről lesz szó. 


A vektorteret. kétdimenziósnak mondjuk, 1. ha összes vektorai egy (S) síkban 
helyezkednek el (planáris vektortér), vagy 2. ha összes vektorai egy (59) síkkal párhuza- 
mosak, e sík bármely normálisa mentén pedig egyenlők (planparalel vektortér). 

Ezen (59) síkot választva koordinátasíknak, mindkét fajta kétdimenziós vektortér 
egyaránt leírható. 

R — R(r) (R—iX3jY, r—ix--jy) 
alakú egyértékű kétdimenziós közönséges vektor-vektor függvénnyel, valamint 
Z-Z(2, 4—-XIiY, 2—x-1iy (1) 
alakú egyértékű komplex változós függvénnyel. 

Ez utóbbi tárgyalási mód az előbbihez képest általában nem jár különösebb elő- 
nyökkel, de bizonyos (később ismertetendő) fontos speciális esetekben igen előnyös, 
és használata megszokottá vált. Ezek céljaira írjuk át most a kétdimenziós vektorterek 
vektoranalitikus vizsgálati apparátusátt komplex alakra, § 

2", GÖRBEMENTI INTEGRÁLOK. Az R vektorfüggvény G görbe menti integrálja: 


(GY Rdr—(Gf(Xdx3-Y dy) 
Az 1. § értelmében R dr — Re Z dz, tehát írható, hogy 
(G) ÍRdr—Re(G)fZdztt 2) 


vagyis a R vektorfüggvény G menti integrálja a megfelelő Z komplex függvény konjugáltja 
G menti integráljának valós részeként állítható elő. A (?) összhangban van a komplex 


$§ L. részletesen kifejtve sorozatunk B. III. kötetében. 
sa lim£ ReZAz—Relim£Z Az. 
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függvény görbe menti integráljának 4. § a) a) I alatti definícióval. Megjegyzendő ; 
hogy a dr a G érintőleges ívelem-vektorát jelenti. 

Az R vektorfüggvény G görbe menti integrálját normális (mégpedig a dr-hez képest 
— ar/2-vel elforgatott) dr, — idy — j dx ívelem-vektorokkal is szokás képezni; 


(G) [ R dr, — (G) f (X.dy — Y dog. 
Ugyanez komplex alakban : 
(G ÍJ R dr, — Im (G) f/Z áz, (3) 


lévén Re Z dz, — ReZ(— idz) — Imz dz. 

30. CIRKULACIÓ. FLuxus. Legyen a G zárt és pozitív értelemben körüljárt 
JOoRDAN-görbe; ekkor a dz e körüljárási értelemnek megfelelő érintőleges, a dz,, — 
— — idz pedig kifelé mutató normális ívelem-vektor, 

Az R vektorfüggvény G menti cirkulációja : 


T—(GYÖRdr —(GYÖ(Xdx 4 Y dy). 
Ugyanez komplex alakban : 
T — Re(G) ŐZ dz. (4) 
Az R vektorfüggvény G menti fluxusa : 
0 — (G) ÖR dr, —(G) Ő (X dy — Y dx). 
Ugyanez komplex alakban : 
0 — Im (G) ŐZ az. 6) 
Egyébként ez utóbbi integrál értéke — planparalel vektortér esetén — megegyezik az 
R vektorfüggvény G vezérgörbéjű és egységnyi magasságú hengerfelületen F vett 
integrál értékével; ui. df — 1 ds n" — dr,, miatt 
(F) [ Rdf — (GYŐR dr, 
A (4) és (5) kombinációjaként írható, hogy 
6-T-4iI0— (GŐZ az. (6) 
Ha a G határolta T tartományban a Z(z) függvény reguláris, akkor 
B — (G) ÓZ dz — 0; (7) 


ha pedig ott aj, az, . . . , a, izolált szinguláris pontokkal rendelkezik, akkor 


B — (Gy ŐZ dz — 2 i 5 res Z(2). (8) 


k-1z—ak 


a) KÉTDIMENZIÓS LAPLACE-TEREK a) PP 851 


4". RoTÁció, DIVERGENCIA, Az R vektorfüggvény rotációjának (az S, 8 nor- 
mális vetülete: 


rotR n"—rot, RL Ő Rat sa sg 
(AG) 


ahol dF és dG a dx, dy oldalú elemi téglalap területe, illetve kerülete. Ugyanez komplex 
alakban : 

9 
Tot zs Re- Ő r2g gtek td (9) 


dF ÜG 9x 9y 


Ha a T tartományban 2(2) reguláris, akkor — Caucuy-integráltétel értelmében — 


rot, Z — 0, (10) 


vagyis Z(2) vektortér ún. örvénymentes; ha viszont ott Z(2) reguláris, akkor — a 
CaAucHY — RIEMANN-egyenlet értelmében — 


9y f 
Z-s tá 72laz. (11) 
Az R vektorfüggvény divergenciája : 
divR — 4 Ő R dr, gélt 
F do 9 


Ugyanez komplex alakban : 


ű 1 7 9Xx 9Y 
div Z — Im gp Tiszt Vg! (12) 
A (9) és (12) alapján könnyen belátható, hogy 
div (27) — —rot, Z, rot, (iZ) — diív. 2. (13) 


Ha a T tartományban Z(2) reguláris, akkor 
díivZ — 0, (14) 
vagyis a Z(z) vektortér — amennyiben összenyomhatatlan közeg hordozzat — ún: 
forrásmentes; ha viszont ott Z(2) reguláris, akkor 


X 


üsző -2ReZ (15) 


8x 


5". A STOKES- És A GAuss-TÉTEL . Legyen G, dr és dr, a 37-ben említett tulaj- 
donságú, F pedig a G határolta (egyszeresen összefüggő) T tartomány kerülete, 
A STokKES-tétel : 


(Pp) frotRdF —(G ÓRdr. 


2 L, bővebben pl. LaGanny IM. 30.]. 
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Ugyanez komplex alakban : 
(F) jf rot, Z dF — Re (G) ŐZ dz. (16) 


A Gauss-tétel : 
(P) JJ div R dF — (GY ÓR dr, 
Ugyanez komplex alakban : 
(F) JJ div ZdF — Im (G) ŐZ az. a7 


Ha a T tartományban Z(z) reguláris, akkor e tételek 


2 Im (F) [7 dF — Re(GYÖZ dz, (18) 
2 Re (F) [ÍZ dF — Im (G) ÖZ dz (19) 

alakot öltenek, és ; . 
2i(F) [/ 7 dF — (GY ÓZ áz (20) 


módon kombinálhatók. "" 

II". A kétdimenziós skalárterek. 1. A SKALÁRTÉR ÉS LEIRÁSA, 
Skalártérnek nevezzük az olyan teret vagy térrészt, melynek minden pontjához egy-egy 
skalár van hozzárendelve, Itt csak stacionárius skalárterekről lesz szó. 

A skalárteret kétdimenziósnak mondjuk 1. ha csupán egy (§,) síkpontjaiban van 
értelmezve (planáris skalártér), vagy 2. ha egy (S§,) sík bármely normális mentén a 
skalárértékek egyenlők (planparalel skalártér). 

Ezen 5, síkot választva koordinátasíknak, mindkét fajta skalártér egyaránt leírható 


u — ulr), (r—ixijy) 


alakú egyértékű kétdimenziós skalár-vektor függvénnyel, valamint w — f(z) komplex 
változós függvény 
u — u(z2) — Ref(z) vagy v — v(z) — Im f(2) (21 


alakú valós vagy képzetes részével. Ez utóbbi tárgyalási mód bizonyos speciális esetek- 
ben igen előnyös. Az alábbiakban a kétdimenziós skalárterek vektoranalitikus vizsgá- 
lati apparátusát" írjuk át komplex alakra. 

2". GÖRBE MENTI INTEGRÁLOK, Az u skalárfüggvény a G görbe menti integrálja érintő- 
leges ívelem-vektorok esetén: 


(GYfudr, illetve — (G)J udz, (22) 
normális (a dz-khez képest — sr/2-lel elforgatott) ívelem-vektorok esetén pedig: 


(GYÍfudr,, — illetve  —i(G) f udz. 63) 


$x L. a SZERZŐ I[M. 24. ] cikkét. 
? L. sorozatunk B. III. kötetében. 
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3". GRADIENS. DLAPLACE-KIFEJEZÉS. Az u skalárfüggvény gradiense: 


1 . 94 , . du 
stádu— gp h nd taj ap! 
illetve 
i 94 94 
gradu— — past LÁT Tt (24) 


ahol dF és dG a dx, dy oldalú elemi téglalap területe, illetve kerülete. 


Az u skalárfüggvény LAPLACcE-kifejezése : 


4 1 99u , 92u 
/u 7 divgrad u — JE $ grad u dr, — Bé 4 3 
G 
lletve 
5 IT ve 92 , 92u 
2 — divgradu — Im b gradudz—g tg: (25) 


(da) 


Ha a w — f(z) — u(2) -- iv(z) függvény reguláris valamely T tartományban, 
akkor ott — a CaucHY—RIEM ANN-egyenletek értelmében — 


9u ; 9u - - 9v 9v Szt 
A ÉS zs , ágysz) ezési, (EZ — ii ézet: kő 9 
ÍJ (2) Big gradu—i ZOON: re ági igrad v, (26) 


vagyis reguláris függvény deriváltja megegyezik a valós része :gradiensének konjugáltjá- 
val és képzetes része hasonló kifejezésének i-szeresével; továbbá — az f(2)-vel együtt 
f"(2) is reguláris lévén — 


Zs Im 7 b f(2ydz —0, /(v — — Im az 6 Te dz —0, (27) 


vagyis reguláris függvény valós és képzetes része harmonikus, mint a 2. §-ban tanultuk. 
4". GREEN TÉTELEI egyszeresen összefüggő tartományban. Első tétele: 


(F) ÍJ (grad? u 4 u Au) dF — (G) Ő ugrad u dr, ; 


második tétele: : 
(F) JJ (u /Aw —v Au) dF — (G) 1) (ugrad v — vgrad u) dr; 


ezeknél a zárt:G körüljárási értelme pozitív. — 
Ugyanezek komplex alakban, ha w — fe) — u(z) 3- iv(z) reguláris : 


(F) JJ1f(2) PdF — Im (G) Ő utz) f(2) dz— Re (G) Ő víz) fiz) dz, 83) 


álletve 


Re (G) b KÖf(Ddz—0 3 69) 
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E kettő kombinációjaként nyerhető,t hogy 
21 (P) [129 1?dF— (G) ÖT F() dz. 1 AtoaRO) 


5". A GRADIENS-TÉTEL egyszeresen összefüggő T tartományban: 


(G) J grad u dr — (G) J E dx -- . dy] — (G) [du — u (r) — u a), 


a a 


vagyis a grad u G menti integrálja a G alakjától független, egyértékű potenciál; ha 
a — r, akkor j 


(G) (0) gradudr — 0, 
vagyis a grad u zárt G menti integrálja zérus. 
Ugyanezek komplex alakban reguláris w — f(z) — u(z) 3- iv(z) esetén: 


Zz 


Re (G) f f(z) dz — Re [f(2) — f(a) 1 — ulz) — ala), 813) 


a 


illetve 


Re (G)  f/(2) dz — 0, : (81b) 
összhangban CaucnHy-integráltételével. ; 

IIP. Többszörösen összefüggő terek. 1". CIKLIKUS POTENCIÁL, 
Eddig hallgatólagosan vagy kimondottan feltételeztük, hogy T tartomány, amelyben 
a Z(2) vektotteret, illetve az u(z) skalárteret értelmeztük, egyszeresen összefüggő. Ilyen 
tartományban — mint láttuk — a grad u görbe menti integrálja egyértékű potenciál, 

Tegyük fel most, hogy a T tartomány n-szeresen összefüggő, s kívülről a zárt G 
JoRDan-görbe, belülről a zárt gy, (k — 1, 2, . .., n — 1) JORDAN-görbék határolják; 
a g, görbék nem metszhetik és nem is tartalmazhatják a belsejükben egymást. A g, 
görbékkel egyébként bizonyos (később fizikailag is méltatandó) szinguláris pontokat 
(vonalakat, területeket) rekesztünk ki a T. tartományból, 


A szóban forgó n-szeresen összefüggő tartomány teljes kerületére a gradiens- 
tétel így írható fel : 


s; ta8. s n—1 : dé rétb 
Re [(G (0) grad udz — DP (8) (0 grad u dz] — 0, (32a) 
Ű ? k—1 8 
azaz 
és n—-1 al j 
Re (G) 10) grad u dz — Re VA (g) b grad u dz, (32b) 
k-1 űl 
vagy pedig : 


1 (zo): — aan); — Re (G.) ( grad u dz — 


Za 


ÉL LESt sk n—1 81. sét hi 
- Re[(G j grad u dz -- DN (84) p grad u 2], (329 
; É-i 


§L.a SZERZŐ (M. 24.) cikkét. 
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ahol G, 3- G. — G és ay, 29 a G pontjai. Az — általában zérustól különböző — 


T,—Re(g) Ő grad udz (389 


értékeket ciklikus állandóknak nevezzük. 


A tételt még általánosabb alakban kapjuk, ha a T-ben a és z közt olyan C görbeív 
mentén integrálunk, amely a gy, görbék közül pl. az 1, 2, . . . , m — n — 1 indexűt hur- 
kolja körül, mégpedig a k-adikat ] n, I-szor sign r, értelemben. A C görbeívnek a hurko- 
kat nem tartalmazó darabját Co-lal jelölve, a tétel így írható: 


u(z) — u(a) — Re (C) [ grad u dz — Re (C)) ; grad u dz 7- b. n De (834 


kz1 


Ezek szerint a grad u görbe menti integrálja a görbe alakjától (a körülhurkolt g,. 
görbék T,, ciklikus állandóitól és n, körüljárási indexeitől) függő többértékű, ún. ciklikus 
otenciál (119. ábra). Egyes értékei — lát- 
hatóan — csak additív állandóval különböz- 
nek egymástól, s így közös gradiensük már 
egyértékű. 


A ciklikus potenciál valamely egyértékű 
gának kiválasztása céljából rögzítjük, hogy 
C görbe mely gy görbéket (Tr) hányszor és 

milyen értelemben (ny) hurkol körül, A körül- 
járt gx görbékhez a külső G görbétől egy-egy 
br bemetszést eszközlünk; így a C egyszeresen 
összefüggő résztartományban fog haladni, te- 
hát u ott" egyértékű lesz. A potenciál ezen KE 
egyértékű ága a br bemetszésén áthaladva, 119. ábra 
tIT ugrást szenved az iránytól függően. 


Ha az u(z) ciklikus potenciál a 7-ben harmonikus, vagyis ott valamely w — /f(z) 
többértékű reguláris függvénynek pl. valós része, akkor a (34) 


m 


u(z) — ula) — Re oj f(2) dz— Re c f f(2dzt D nk (35) 
1 


kk 
alakot ölt, ú 
A w — f(z) többértékű reguláris függvényhez egy többlevelű RIEMANN-felület tar- 


tozik. A w — f(z) valamely egyértékű ágának kiválasztása a megfelelő bemetszésekke!l 
ellátott RIEMANN-levél kijelölése útján történik. A 


2". STOKES, GAUSS ÉS GREEN TÉTELEI. Az említett G és g, (kK—1, 2, ..., 
n — 1) zárt JORDAN-görbékkel határolt n-szeresen összefüggő T tartományra vonatkozó- 
lag, a szóban forgó tételek jobb oldalán szereplő görbe menti integrálok kiterjesztendők 
a teljes kerületre (K), mégpedig 


 X$-0$— 5 (ő 686) 


módon. 
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Pl. reguláris Z(z) esetén az egyesített STOKES- és GaAuss-tétel : 


2i (F) [[ 7dF—(x)  Zaz, 687) 
az egyesített GREEN-tételek pedig: 
2i(F) [172 ?dF—(K) Ő fö f(2) dz. (88) 


IV". Örvénymentes, forrásmentes terek. 1". ÖRVÉNYMENTES 
TEREK. Ha a (többszörösen összefüggő) T tartományban mindenütt 


rot, Z — 0, (89) 


tehát a Z vektortér örvénymentes, akkor — a STOKESs- és a gradiens-tétel értelmében — 


Re (K) Ö Zdz — Re(K) Ő gradudz—0, (40) 
vagyis a Z vektortér előállítható a (többértékű) u potenciáltér gradiens-vektoraként : 
Z sz vrad u; (41) 
az u potenciáltér 
ked 98 asjölni n—1 
u(z09)1— (ad) — Re(G)J Zdz— Re(G) [7425 T, (42) 
1 A kz1 


1 da 
módon határozható meg, ahol G, -- G, — G, és ag, za a G pontjai. 
Ha u(z) valamely (többértékű) reguláris w — f(z) függvény valós része, akkor 
/4-0 és Z —gradu—f(2). (43; 
Egyszeresen összefüggő T esetén K — G, T, — 0, és u egyértékű. á 
27". FORRÁSMENTES. TEREK. Ha a (többszörösen összefüggő) T-ben mindenütt 


divZ — 0, (44) 


tehát az (összenyomhatatlan közeg által hordozott) Z vektortér forrásmentes, akkor 
— a GaAuss- és a gradiens-tétel értelmében — : 


Im (K) Ó Zdz — Re(K) Ő (IZ) dz — Re(K) Ő grad v az, (45) 
vagyis az i Z vektortér előállítható a (többértékű) v potenciáltér gradiens-vektortereként : 


iZ — grad v; . (46) 
a v potenciáltér: 3 


folt igy n—1 
v(zo) — v(ag) — Im (GY [ Zdz— Im(Gy [ Z dz 4 e AAA 
ag L Ke 


da 


ahol : 
0 — Im (gy ŐZ dz— Re (gy Ö CZ) dz (48) 


7 
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Ha v(z) valamely (többértékű) reguláris w — f(z) függvény képzetes része, akkor 
/v 0, igradv —Z—f(2). (49) 
Egyszeresen összefüggő T esetén K — G, 0, — 0, és v egyértékű. 
Példák 


1. Tanulmányozzuk a Z — 2? függvénnyel leírt vektorteret. 


Megoldás. A Z — z? függvény a z — reir helyzetvektorú ponthoz Z — r? e?ir 
térvektort rendel. (A vektortér szemléltetésére rajzoljuk meg Z vektorokat r — c kör- 
vonalak és p — c sugarak mentén !) 


A Z — 2? függvény az egész nyílt síkon reguláris, tehát ott rotációja és divergen- 
ciája — az I" £-ben tanultak értelmében — 


root, Z7—2ImZ"-—4y, divZ —2ReZ — 4x. 


Eszerint a felső félsíkon pozitív, az alsón negatív forgási értelmű folytonos örvény- 
eloszlás, a jobb félsíkon folytonos forrás-, a balon nyelő eloszlás található. Az örvényt 
és forrástér láthatóan olyan szerkezetű, hogy az origóra nézve szimmetrikus G zárt 
görbe mentén sem cirkulációt, sem fluxust nem ad. Tetszőleges G zárt görbe mentén 
— az I" 5" szerint — I 


T4109—-(G Ő Zdz—2i(F) Jj 7 aF — 
— 2i(F) [/ 22dF — 4iz,F — 4F (y, 3 ix), 


ahol z, és F a G határolta síkrész súlypontja, illetve területe. 
HA Tanulmányozzuk az u — x? — y? függvénnyel leírt skalárteret. 


Megoldás, A skalártér szintvonalai x2 — y? — C egyenlő szárú hiperbolák, Mint- 
hogy x? — y? — Re 23, és f(2) — 2? reguláris az egész nyílt síkon, ezért ott — a II" 3" 
értelmében — 


grad u — f/(2) — 2z — 2 (x — iy), és Au — 0. 


Alkalmazzuk most a z — a eir, 0 —€ p CT 27 körív mentén a kombinált GREEN- 
tételt; 


2i(F) JJ (f(2) ? dF — 2i ] ar. ara uz (G) b ff (2) dz — 


a e- pi . 2 aeir - i geivdp — 4at ri, 


Az előbbi zárt görbe mentén a gradiens-tétel: 


Re (G) Ő gradudz — Re (G) Ő f(z) dz — Re(G) Ő 2zdz — 0. 


22 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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3. "Tanulmányozzuk az u — — Re sz Ln (z? — 1) függvénnyel eírt többszörö- 


sen összefüggő (z -£ 1, — 1) teret. 
Megoldás. A 2z—16—reirsés a z 1-1 — r, ei? jelölések bevezetésével a — 


s ka: (Pi 1 pa 1- 2k x), tehát a skalártér szintvonalai py 1- pp — C örbék, 
A skalártér gradiense 


grad u — f (z) — ks [La (z — 1) —- Ln(z 1 D] — 


röl ) 1 1 
27 SES TSTT 


. iklikus állandói pedig 


—i dz —i dz —i 
teszi s s bezzi ré 2 ) keszen 1 
T.-R— bg T Rezz zi Re 57 2 
(9) (ge) 
hol , és gy a z, — 1, illetve a zz — — 1 szinguláris pontot körülvevő zárt görbe. 


gradiens-tétel a z,-et és a 29-t körülvevő G, zárt görbére 
Re (G.) Ó f(2dz—2 —0, 
csak a Z.-et (vagy a 22-t) körülvevő G, zárt görbére 
Re (G) Pf(2d—1—0, 
egyiket sem körülvevő G. zárt görbére 
Re (G) Ő f(2) dz — 0. 
A ciklikus potenciál általános alakban 


Öégeresfed 1" 
TD NR E ses Taj STEG EK 1] dz 
, 1 


1 
221 


Jdz rceTDT1i1-4tc TD, - 


1 1 
— 57(Pi-t P2 kak ce — 5— (Pi -- pe 1 2k mm), 


ahol C, a C görbeívnek z, és z, körüli hurkokat nem tartalmazó része. 


8) vig zenés SÜN örvény- T. Komplex potenciál 1. Legyen a T 
és forrásmentes terek (egyszeresen vagy többszörösen összefüggő) tarto- 


ű mányban értelmezett Z(z) kétdimenziós vektortér egy- 
idejűleg örvény- és forrásmentes, vagy ami ugyanaz (I. aza) IV"-ot), a Z(2) és a 


[el 
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(belőle rr/2 szögelforgatással nyert) iz(2) vektortér egyaránt örvénymentes, azaz aT-ben 
mindenütt 

rot, Z— — diviZ — 0 és divZ-— rot, iz — 0. (1) 


Ekkor — az a) ő)-ban mondottak értelmében — 
hp P 


Re (G) [ Zdz — u(z) — u(a) és Re (G) ( GZ) áz — v(z) — v(a), 
A A 


vagyis a 2(2), illetve az i Z(2) vektortér a T-ben előállítható az u(2), illetve a v(z) (egy- 
értékű vagy ciklikus) potenciáltér gradiens-vektortereként : 


ZO gradu, illetve iZ — gradv. (2a) 
E vektorterek divergenciája — a feltételek szerint zérus: 
divZ — / u —0, illetve diviZ— /wv— 0, (2b) 
vagyis a két potenciálfüggvény a T-ben harmonikus. Sőt ezenkívül még — a 
Z —gradu— —igradv 
egyenlőség értelmében — a két potenciálfüggvény 
R-t — és Im2-5- 7 (2c) 


módon egymásnak harmonikus társa is. A két potenciálfüggvény tehát 
w — f(z) — u(z) -- iv(2) (8) 


módon kombinálva (egy- vagy többértékű) reguláris komplex függvényt, ún. komplex 
potenciált képéz. 
2". A w — f(z) komplex potenciállal dolgozva, írhatjuk, hogy 


Z — grad u —f(2) és iZ —gradv —if(2), (4a) 
azaz 


Z— grad u — f/(2) és (IZ) — gradv — — if(2), (4b) 
következésképpen 


ja 


£ P P P : 
Re(G) [ Zdz 4 iIm (G)  Zdz —(G) Í Zdz — (G) f f(z) dz — f(2) — f(2. 
A A A A 
37. Előfordul, hogy — fizikai meggondolások miatt — a Z(2), illetve az iZ(2) 
örvénymentes vektorteret 
Za —gradu, illetve iZ — — gradv (52) 


módon, vagyis az u(2), illetve a v(z) potenciáltér negatív gradiens-tereként kell elő- 
állítani. Ekkor 


Z—-—gradu— —f(z2), és iZz— —gradv — — if(2), (5b) 


340 5. §. KÉTDIMENZIÓS VEKTOR-, SKALÁRTEREK STB. 


azaz 
Z— —gradu— —f(z2), és (7) — — gradv —if(2), (50) 


közkzékég e 8 


P . 
(G) [ Zdz — — (G) ) f(z) dz — — [f(2) — fal. 
A A ; ber 


II", Potenciál- és erő- (áram-) függvény. 1". Az alkalmazások- 
ban az u(2) és v(z) függvény konkrét fizikai jelentést nyer. A w — f(z) — u(z) -- iv(z) 
komplex potenciált véve alapul, rendszerint az u — u(z)-t választjuk ún. potenciál- 
függvény nek, a v — v(2)-t pedig ún. ár am- (erő-) függvény nek. 

Mindkét függvény egyértékű, ha a T tartomány egyszeresen összefüggő; viszont 
többértékűek, ha a T többszörösen összefüggő. Az utóbbi esetben — az egyértelműség 
kedvéért — az ismert módon kijelöljük az u(z) és 88 egy-egy egyértékű és ezáltal az 
f(z) egy reguláris ágát. 

2", Az említett megállapodások mellett az u — u(z) — u(x,y) függvény az 
(örvény- és forrásmentes) T tartomány minden z — x --iy pontjához hozzárendel 
egy-egy potenciálértéket. A z-sík azon pontjai, amelyekhez ugyanazon .cg potenciál- 
érték tartozik, az u (x, y) — cg egyenletű, ún. ekvipotenciális görbét alkotja. Az 


u (x, y) — const (6a) 
tehát az ekvipotenciális görbesereg egyenlete. E görbesereg normálvektortere 


Z -gradu (6b) 
szerint éppen a Z vektortér. 


3. A v — v(z) — v(x,y) skaláreloszlás T-beli 
v (x, y) — const § (7a) 


szintvonalseregét indokolt áram- (erő-) vonalseregnek nevezni, mert normálvektor- 
tere 


iZ-gradvlZ, (7b) 


vagyis e görbesereg ortogonális trajektóriája az ekvipotenciális görbeseregnek, érintő 
vektortere pedig 
—igradv —Z, 


vagyis éppen a Z (áram-, erő-) vektortér. E megállapítások csak ott érvényesek, ahol 
Z—gradu—igradv — f(z) -£ 0, c (8) 
vagyis ahol a w — f(z) reguláris függvény megszabta leképzés konform. 


y) A Bloki poten- I. Térokozó szingularitások, 1". Mint 
kás tulajdon- tudjuk, minden reguláris függvény valós és képzetes 
része szóba jöhet kétdimenziós potenciálfüggvény- 


; ként, mert ezek mindnyájan harmonikus függvények, 
azaz. kielégítik a kétdimenziós LAPLAcE-egyenletet. Láttuk, hogy a potenciáltér 
(esetleg negatív) gradiens-vektortereként nyerhető a megfelelő vektortér. 
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2", A kétdimenziós (planparalel) tereket bizonyos, a komplex síkra merőlegesen 
mindkét irányban végtelenbe nyúló vonalszerű, hengerfelületszerű és hengertestszerű 
szingularitások, a komplex síkbeli keresztmetszetüket tekintve pedig pont- 
szerű, görbementi és tartománybeli szingularitások okozzák. (A rövidség kedvéért 
rendszerint ez utóbbiakat emlegetjük.) 

A hengerfelületszerű és hengertestszerű szingularitások felépíthetők vonalszerű 
szingularitásokból. A vonalszerű szingularitás lehet örvény, illetve forrás (nyelő) hatású, 
vagyis ún. örvény-, illetve forrás- (nyelő-) vonal. Elenyésző távolságú forrás- és nyelő- 
vonal-párokból képezzük az ún. multipólus-vonalakat. 

. II. Forrás- (nyelő-) vonal potenciáltere. 17. A forrás- 
(nyelő-) vonal, röviden tengely környezetében keletkező ún. logaritmikus potenciál- 
térről — nagy fontosságára való tekintettel — külön is megemlékezünk az alábbiak- 
ban. E potenciáltér a tengelyre nézve hengerszimmetrikus, A rá merőleges síkok közül 
egyet koordinátasíknak választva, és rajta a tengely döféspontját ( (É, 7))-val, valamely 
hengeralkotó döféspontját pedig z(x, y)-nal, végül e két pont távolságát 


12 —€15-Vk—9g?it9—n—r a) 
módon jelölve, a tengelyt környező potenciáltér LAPLACE-egyenlete nyilván a 
du , 1 du 
FE ággá ő 


EULER-típusú differenciálegyenletret egyszerűsödik, Általános megoldása 
u — C, 4 Co. Inr— C, Reln (z — () -- C,, (3a) 
az u (1) — 0 (első) feltételt kielégítő partikuláris megoldássereg pedig 
u — Colnr — C, Reln (z — 2). (b) 
A forrás- (nyelő-) vonal, röviden tengely potenciáltere tehát logaritmikus törvény- 


szerűséget mutat, 


Az ekvipotenciális hengerek nyilván a ] z — ( ] — r — const egyenletű egyenes 
körhengerek. 


Ha z S oo, ésígy Iz—Ü(]— ro oo, akkor u 6 co. 


2". A megfelelő vektortér mint e potenciáltér (planparalel)  gradiens-vektor- 
tere 


Z — grad u — Stee SSő 


Ez Hu 


vagyis e vektorok abszolút értéke 


zet 4b) 


A logaritmikus potenciáltér gradiens-vektortere tehát abszolút értékben reci brok 
törvényszerűségű, irányát tekintve pedig radiális. 


§ L. sorozatunk B. VII. kötetében. 
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A C, állandó értékét (második feltételként) a forrás- (nyelő-) vonal intenzitása, 
vagyis a planparalel vektortérnek a forrás- (nyelő-) vonal körül, vele párhuzamos 
alkotójú, egységnyi magasságú egyenes henger felületén vett fluxusa, vagy ami szám- 
szerűen ugyanaz [1. az a) a) II" 3 -t], a planáris vektortérnek a henger zárt G nyom- 
vonala mentén vett fluxusa határozza meg. Ugyanis a CaucHY-formula felhaszná- 
lásával 

e 


68 E sé FR 
0 -— Im b FRY dz — Im (2x i : Co) — 2m C;, BRGSAS GE 27 (5) 
) 


Ugyanez egy ] z — € ] — ra ekvipotenciális kör mentén a 


Jt dg a Ő; 
To 


elemi számítással is nyerhető, ői 


III", Forrásréteg- és -oszlop, Dipólusvonal- és -réteg. 
1". Lássuk most tetszőleges vezérgörbéjű hengeres forrásréteg és forrásoszlop potenciál- 
terét. 

A forrásréteg, illetve forrásoszlop keresztmetszetének görbéjét g-vel, illetve területét 
f-fel jelölve intenzitásának sűrűségét? a g mentén a c(7), az f-ben a e(7) függvénnyel jel- 
ke egy ds, illetve df keresztmetszetű, vonalszerű elemének potenciálja tőle 7 távol- 
ságban 


dug —ods:1nr, illetve dur— edf:inr, 


a teljes forrásréteg, illetve forrásoszlomp potenciálja pedig környezetében 


ug — J lnrds, illetve ur — [/ o ln r df. (6) 
ím ; Vő) 
, 2. Vizsgáljuk most az elenyésző távolságú forrás- és nyelővonal, illetve -réteg, az 
ún. dipólusvonal, illetve dipólusréteg potenciálterét. 
Legyen a forrásvonal döféspontja a rá merőleges komplex síkon € -- neia, nyelő- 
vonalé £, egy velük párhuzamos vonalé z, továbbá a forrásvonal intenzitása --- O, a nyelő- 


vonalé —O. Csökkentsük a forrás és nyelővonal n távolságát, és egyidejűleg növeljük 
tO intenzításukat úgy, hogy létezzék a 
iz lim n0O ela — M ela -£ o0 a 


n60 


határérték, mely a dipólusvonal ún. nyomatékvektorát határozza meg. A dipólus- 
vonal potenciálja ezek után nyilván 


n0eialn(z— € — neid) —In(z—€) E 


? u — lim Re — 
§ n60 27 neia 
Molnar Meia -1 M ei(a—g) M cos (o — a) 
— s — Re — — Re — ÚN áló? háta öm lszmzsszéstááétezémmiáéáti 6; 
2mx On 2 2 —€ 2.27 ís 27 T (8) 


Ha z 5 oo, akkor nyilván u — 0. 
3", A dipólusréteg nyomvonalát g-vel, a rá merőleges nyomatéksűrűség-vektorokatt 


§ Pontosabban azok 2--ed részét. 
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v(7) ela()-val jelölve, egy ds keresztmetszetű, vonalszerű elemének potenciálja tőle r, 
távolságban 


91 - 
ln en zágy ja SOS RZSKB] E és vdő, 
r 
ahol dd a ds ívelem látószöge a z pontból. A teljes dipólusréteg potenciálja tehát 
környezetében 
[0] ezt 3 
éz [e sas? 57 -[/ s SE ge — [vő (9) 
n 


(9) (9) et) 


Ha, speciálisan, v, — 1 állandó és g zárt, sima JORDAN-görbe, akkor a potenciál ér- 
téke a g-n kívül, a g mentén és a g-n belül rendre 


Ur — 0, Ug -— —g, up — —2m, (10) 


lévén a g zárt görbe látószöge a g-n kívüli, ag menti és a g-n belüli pontból nézve rendre 0, 
nx és 27. 


4", A forrásoszlop, a forrásréteg és a dipólusréteg u potenciálja, valamint (a g nyom- 


ENNÉL [44 MEN hÁE. 
vonalhoz képest) normális irányban vette deriváltja 
n 


lamint ís 2 (11a) 
Uk; Uh, VAa. amin 3 , aa]; 


külső, illetve belső határértéket vesz fel, midőn a P(z) pont kívülről, illetve belülről tart 
a g görbe valamely 09(Zo) pontjához, ahol a potenciál, valamint a normális derivált értéke 


§ 9 ; 
ug, valamint És a (11b) 
(on g 


E három potenciál-, illetve normális derivált-érték nem feltétlenül egyenlő egymással 


más szóval a potenciál és a normális derivált a g görbén áthaladva, szakadást szen- 
vedhet," 


b) A kétdimenziós DIRICHLET-féle probléma 


a) A DIRICHLET-féle IT. Kerületérték-feladatok. 1. A gya- 
probléma és rokon k é K 9u 
problémák orlati alkalmazásokban — az u vagy a An? Vagy az 


91 é VÉ 1. - 
au -- b 37 kerületértékeinek előírása mellett — keressük a /Sz — 0 LAPLACE-egyenlet 


megoldását. Ennek megfelelően a matematikai potenciálelméletben 3 kerületérték-feladat- 
ról beszélünk. 

2". A matematikai potenciálelmélet első kerületérték-feladata (a DIRICHLET- 
féle probléma): keresendő a /Su — 0 egyenlet azon megoldása egy G zárt görbe belsejé- 
ben vagy külsejében, amely a G görbe mentén előírt u(C) (belső, illetve külső határ-) értéke- 
ket vesz fel. 


Alább részletesen ismertetjük a (belső) DIRICHLET-féle probléma: megoldását, 


$ L. pl. Scrwawsxk [M. 31.]. 
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3". A matematikai potenciálelmélet második kerületérték-feladata (a NEu- 
MANN-probléma) : keresendő a G belsejében vagy külsejében azon u harmonikus függvény, 


err 


amelynek normális deriváltja a G mentén előírt ös] Ibelső, illetve külső határ- ] értéke- 


ket vesz fel. 

4". A matematikai potenciálelmélet harmadik kerületérték-feladata (hőveze- 
tési probléma): keresendő a G belsejében vagy külsejében azon ú harmonikus függvény, 
94 
on 


sé ( 
amelynek au -- b l a] kifejezése a G mentén előírt f (belső, illetve külső határ-) érté- 


keket vesz fel. 
E két utóbbi problémával e kötetben nem foglalkozunk. 


II", A DiRicHLET-féle probléma, 1". A probléma — általános esetben — 
így fogalmazható: 

Legyen a T tartomány G kerületén adott u(t) függvény ott mindenütt folytonos, 
kivéve a G véges számú (4, Ces : : : ; Ön pontját, ahol az u(C)-nak elsőfajú ( vagyis korlátos) 
szakadása van. Keresendő azon u(z) függvény, amely a T-ben harmonikus és korlátos, 
a G menti ( - 4 pontokban pedig az u(() értékeket veszi fel. 


Az alábbiakban —a zárt alakú megoldás érdekében — csupán azon fontos spe- 
ciális esetre szorítkozunk, amelynél 1. a T tartomány egyszeresen összefüggő, 
2. a G határgörbe teljesen a végesben helyezkedik el, és minden pontjában folytonos görbü- 
letű, 3. az u(C) függvény folytonos. 


Legyen a keresett u(z) függvény bizonyos, a T-ben reguláris és a T-ben folytonos 
f(z) függvény valós része. 


e? 27. Igazolható, hogy a DiRicHLET-féle problémának nem létezik egynél több megol- 
ása. 

Ún. két különböző u(2) 5 : 1o2(z) megoldást feltételezve, u(z2) — ui(z) — uo(z) különb- 
ségük a T-ben harmonikus, a T-ben folytonos és a G mentén zérus, vagyis állandó. A 
4. § a) ö) alatti extrémum-elv szerint ekkor u(O) maz — U(Omimn — ult) — Ő, így u(z) — 0, 
tehát uj(2) — uo(2), a. e. d. 

3. Attérve a probléma megoldási módszerére, először egy leképzési vonatkozásáról 
kell beszélni. Jelöljük zo-lal a 7 valamely rögzített pontját, €-val a G, z2-vel pedig a T 
tetszőleges pontjait. Legyen a w — p(z; 20) azon leképzés, amely a z sík T tartomá- 
nyát a w sík [w] Z 1 egységkörébe viszi át, mégpedig kölcsönösen egyértelmű és konform 
módon, továbbá a za pontot éppen a w — 0 origónak megfeleltetve; jelekkel: 


I e(€; 20) 1] — L, ] p(z; 20) ] Z 1, p(2zo; 20) — 0. (3) 


A kölcsönös egyértelműségnek és a konformitásnak megfelelően a T-ben mindenütt a 
p(Z; 20) 2 0, hacsak z £ 29, illetve a p(z; 29) reguláris és p"(z; 2)zZ 0, akár z — 2 
esetén is; továbbá a G feltételezett tulajdonságainak megfelelően a p(Z; 20) és a 9" (C; 29) 
folytonos (Il. 2. § f) 8)) és zérustól különböző. 3 

,, A fentiek értelmében az f(2) és a p((z; 29)/e(z; 20) függvény a T-ben reguláris az 
utóbbi, a 29 elsőrendű pólus kivételével; mindkettő a G mentén. folytonos, s az utóbbi 
ott zérustól különböző. Teljesülnek tehát a logaritmikus" reziduum-tétel általánosabb alak- 
jának feltételei, vagyis írhatjuk, hogy 


p(C; 20) 


slzez íz 7 fz9. 4) 


Tt 
si fe) 
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4", Integrálunk célszerűbb alakjához juthatunk az 


1 
ln — In — — iarcp(zs2)— gi ih (5) 
p(z ; 29) I e(z; 201 
függvény valós részének vizsgálata útján. Ezt, vagyis a . 
1 
8(z; 20) — In — — lna]e(z; 29] (6) 


I e(z; 20] 
valós függvényt a T tartomány zg pontjához tartozó GREEN-függvénynek nevezik. 
Értékeiről megjegyezzük, hogy 
g(C; 20) — 1, g(z; 20) 5 1, g(Zo; 20) — vo, 8(Z; 20) 5 co. (Ta) 

A g(z; 20) függvény mint a T-ben — a za hely kivételével — reguláris w(z; 20) függvény 
valós része, ott harmonikus, azaz ott 

92g 92g 

Sz ESEL 7b) 

9xö sz 9ya (1b2 
Igazolható továbbá, hogy a g(z; 29) függvény argumentumainak szimmetrikus függvénye,. 


azaz 
8(Z; 20) — g(20; 2), (70) 


következésképpen a g(z; 29) a 29-nak is harmonikus függvénye a T-ben, hacsak 25 29. 
vagyis ott A 
929 — 92g 

dx8 Oz 


Ös te (id) 


Írjuk fel még az o — g -- ih függvény deriváltját a G görbe tetszőleges € pontjában, 
mégpedig a dz — dseir pozitív értelmű érintőleges, majd adv — dn eir:i befelé mutató 
normális irányú határátmenettel nyert alakban; ez a 


LY p" 9g . Oh 9h €) ; 
1 — --£ - [5 tását KE gazt alsz. sát e ige mit — 
[a 5) p 95 tiz] e 9n "an sú 
ús ISZ 9 8 
— sen e—iz — ; e e—iz ; (8a) 
s 9n 
zás eiéte ő 9g 
alakra egyszerűsödik, lévén g(C; 29) — 1, s így CEJÉR 0. 
s 
5", Ezek szerint írható, hogy 
úf: . [9] 8 
p (6; 29) E3 2 g(e 29) ds. (8by 
"? p(i ; 20) 9n 


E körülmény felhasználásával, valamint a valós részek figyelembevételével a (4) integrál 
a következő alakot ölti: 


uz) — gy Ő ata FEST as 9 


. 


Ez a GREEN-formula, amely a T tartománybeli u(zo) függvényértékeket a G menti 
előírt u(C) kerületértékek és a g(z; zg) GREEN-függvény G mentén, a (belső) normális 
irányában veti deriváltjának értékei alapján határozza meg. 
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Kimutatható, hogy — feltételeink mellett — a GREEN-formulával definiált u(zp; 
függvény valóban harmonikus a T-ben, folytonos a T-ben és a zp— (C határátmenetnél 
tart az előírt u(C)-hoz; eszerint a GREEN-formula valóban megoldja a DIRICHLET-féle 
probléma tárgyalt speciális esetét. 

Igazolható továbbá, hogy véges számú első fajú szakadással rendelkező u(C) függ- 
vény esetén a (9) alatti GREEN-formula olyan u(z9) függvényt szolgáltat, amely a T-ben 
harmonikus, a 2 — ( határátmenetkor az u(C)-hoz tart, illetve nem tart határértékhez 
attól függően, hogy a C folytonossági vagy szakadási pontja-e az u(C€)-nak. 

6". Láttuk, hogy a DIRICHLET-féle probléma megoldásában döntő szerepet 
játszó g(z;29) GREEN-függvény szoros kapcsolatban van a T tartománytalw] €1 
egységkörre leképező p(z; z,) függvénnyel. 

Kimutatható, t hogy — feltételeink mellett — a T tartomány kölcsönösen egyértelmű 
konform leképzése az egységkörre, valamint a T tartományra vonatkozó DIRICHLET-féle 
probléma egyenértékűek; az egyik megoldása a másikéból egyszerű differenciálási és 
integrálási műveletekkel nyerhető. 

III". Speciális esetek. Rokon problémák. 1". Vizsgáljuk meg, 
hogyan alakul a GREEN-féle formula azon speciális esetben, midőn a T tartomány a 
IzI CR körbelső és a zg ennek tetszőleges rögzített pontja. 

A 3. §. a) B) 9. pl. szerint e tartományt a 

R(z—z 
w- plz szt 


függvény képezi le — kölcsönösen egyértelmű, konform és p(zo; 20) — 0 módon — a 
1w] Z 1 egységkörbe, A GREEN-függvény tehát esetünkben 


£ KEZES VEN E fs .RZ— 29] 
g (z; 29) ln ( p (z; 29) [ — ai R?— zzz 


alakú. Bevezetve a zg — reiv, € — Rei, d( —i( dyp és ds — Rdw polárkoordinátás 
alakokat, ahol 0 S pC2m, a g(C; 20) (belső) normális irányú deriváltjának ds-szerese 
— a II" 5" értelmében — 


98 (CZ PC; 20) 


on p(C; 29) 
kr -;RR?—20FRE — 29) 20 .R— zt 
(R? — 2 0)? R(C—zg) 
Ati 1 29 A Reiv re-ir 
ösás E: — 2 ú8 pesze hgee TE TEITET SA ÁT 


R? — p 
. R3rPr—2Rrcos(p—g) fp 


§ L. pl. LAVRENTYEV—SABAT [M. 1.1]. 
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alakot ölt. Ezt behelyettesítve a GREEN-formulába, és a p integrálási változó határait 


feltüntetve, az 
27 


; 1 7 
u (reir) — 37 ) (R eív 
0 


R2—p 
EE EBÉT SZTN ii 


alakú, ún. PoissoN-integrálhoz jutunk, amely a DIRICHLET-problémának ajz CR 
körbelsőre vonatkozó megoldását szolgáltatja. 


Könnyű ellenőrizni, hogy e PoissoN-integrál ún. magja 
f- 28 R? — r Lét es 2 
R?3-P?—2Rrcos(p—gp) 4 —Zz 
alakban is előállítható, 
2". Tekintsük most az 


1 
f2) —5- [a(0 
j. 


—dv-Ci — (C valós) 


alakú, ún. SCHWARZ-integrált, és mutassuk meg, hogy ez megoldja az (Iz;  R körre 
vonatkozó DIRICHLET-féle problémával rokon) alábbi, ún. ScHwaRz-féle problémát : 
Keresendő olyan f(z) függvény, amely a! z] C R körbelsőben reguláris és valós része az 
adott u(C) kerületi függvény értékeit veszi fel e függvény folytonossági pontjaiban. 

. Ui. a ScHwaRz-féle paraméteres integrállal definiált f(z) függvény — a CAUCHY- 
integrálról tanultak [4. § a) y)] szerint — a! z] a R körben reguláris, E függvény- 
nek (a körben harmonikus) u(z) valós részét a SCHWARZ- integrál valós része, a POISSON- 
integrált határozza meg az előírt ü(t) kerületértékek alapján; v(z) képzetes részét 
pedig egy határozatlan C valós állandóval — az u(z) harmonikus társaként lehet meg- 


állapítani. Ily módon a SCHwaARZz- integrál a szóban forgó probléma összes megoldását 
tartalmazza. 


Tekintve, hogy z — 0-nál 


E élő e sz [70 dp 4 iC, 
o 


ahonnan — a középérték-tétel értelmében — a v(0) — C, ily módon a ScHwaRz-féle 
problémának a v(0) — v, kezdeti álizés Kielégítő megoldása az 


f(2) — — 1 u 2dp-- iv 


függvény. Képzetes része nyilván 


v(2) — 57 sz J ü(R eiv) 


o 


2Rrsin(p—y) 
TETSZ üRresíg ző Tr" 


alakú. 


$ A z, helyett 7-t írva. 
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Megjegyzendő, hogy a tárgyalt probléma a ScHwaRz-integráltól eltérő alakban 
is megoldható. 

37. Oldjuk mega felső félsíkra vonatkozó DiRIcHLET-féle problémát! Legyen 
a valós tengely mentén adott u(t) függvény ott folytonos, kivéve véges számú elsőfajú 
szakadási pontot, és legyen a za a felső félsík tetszőleges rögzített pontja. A 3. §. a) B) 
szerint a felső félsíkot a 


9 A — 
w— plz; 2-7 
függvény képezi le kölcsönösen egyértelmű, konform és p (Zo; 29) — 0 módon a 
]w] C 1 egységkörbe. Bevezetve a zy — x 4- iy, C — t és dt — ds — dt jelöléseket, 
ahol — co ata 3 oo, a II" 5" alapján írhatjuk, hogy 


c de 


Og(Cs zo), ,P(C; Zo) 
1 "Ba öá zaltsé p(C; 29) 


sg (SZ kó azon € ogy 
(Z — 29)? € — 29 


9) esö : SB sz 
Za EZ tzgs tt 


Ezt beírva a GREEN-formulába, a DIRICHLET-féle problémát a felső félsikra megoldó 


ts 


-Foc 


ez 9 
u (x,y) — st. [ ü(t, 0) SE TOT dt új 


, 


—oo 


alakú, szintén Poisson-ról elnevezett integrált nyerjük. Ezen improprius integrál — az 
ü(£) korlátossága folytán — konvergens. 


Figyelembe véve az 
y 1 
zése éle Lá tiátbg la c Fe TORÉ 9 vk 
TESZEM TE) 
körülményt, a felső félsíkra vonatkozó ScHwaRz-féle probléma megoldása is nyomban 
felírható, nevezetesen 
-hoo 
1 e he-ő dt 
s — u ——— — 
f(2) ai 9-FT c 
ahol C valós. Ezen improprius integrál konvergenciájához — az űü(t) korlátosságán 
kívül — elegendő, ha az ü(t) a t — co határátmenetnél legalább ]t 7" módjára tart 
a zérushoz, ahol a 5 0." A 


4". Oldjuk meg a felső félsíkra vonatkozó fentebbi feladatot egy, a gyakorlatban 
fontos speciális esetben, nevezetesen korlátos lépcsős ü(t) kerületi függvény esetében 


3 L. bővebben sorozatunk A. V.tt kötetének 10. §-ában. 
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Legyen először 
( do ha aZt2B; 


t) — 
HE 190 2 ha. ed; vágyt Be 
Ekkor a felső félsíkra vonatkozó PoissoN-integrál 
B b ; 
b y dt u í B—x szi 
- —jarcctg — - — arct 7 
u (x,y) — mb Gt — x) MrEggysÉe z]1 S y 8 
a 
— Bo losezd NATO LA ezüst: 1 BGREOESST aálteE etes. att VB 
Séres erectg E" arc tg Cvsi az arc séeep Big 
sz Edi (z — See égy ezta s ző al —g — 80 gy 
— [are (z B L s; Eper Aze g8 Eg l. 


alakot ölt, vagyis értéke az x tengely (a., 8) szakaszának 
a z-ből veendő látószöge (120. ábra) u9/r-vel megszo- 
rozva. Függvényünk természetesen harmonikus a 
felső félsíkban. 

Ugyanakkor a felső félsíkra vonatkozó SCHWARZ- 
integrál nyilván az 


120. ábra 


eredményt szolgáltatja. Függvényünk természetesen reguláris a 0lső félsíkban. 
Legyen most 


u, ha őt NKÁGNÁ s 


PEÉNAS 5.6... 4... H3 
u(t) 23 ús, Há-üp a ta di4.1 ! 
[u Un; ha a Eta es j 


s ha —ocoCTtaCa 


Ekkor — az előbb nyert eredmény felhasználásával — a felső félsíkra vonatkozó 
PoIssoN-integrál értéke 


a(z) — 0 (pr — 0) 4 (pe — Pp) 4 . 1-5 t (mg — pr) — 


TE (ug — an) 7 (an — üg) E (apa — úr) E ag 


módon alakul, ahol p, — arc (z — a,). 
ekes a felső félsíkra vonatkozó SCHWARZ-integrál nyilván az új 
— az R, eiz 


FPU Ma [as — 


— az z— a, 


f(z) — 737 Kag in Sean - u ln 
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— 58 [(ug — u) In (z — a) -- (ay — u) Ín (z — a9) -k . . . 4 (u 1 — un) In (z— a,) ) 


eredményre vezet, ahol az ug — u, és az Ry — R, 5 oo feltevéssel a CaucHYy-féle 
főértéket vettük. 

5". A fentebbi eredmények felhasználásával oldjuk meg a következő, SCHWARZ— 
CHRISTOFFEL-féle problémát: Keresendő azon f(z) függvény, amely a felső félsíkot 
kölcsönösen egyértelmű és konform módon egy korlátos sokszög belsejére képezi le úgy, 
hogy a valós tengely adott a, pontjainak (— co Cap Ca. d... Capa... Can c 
a -k 00) megfelelő sokszög-csúcspontoknál adott a, st (belső) szögek (0 Ca, 2, 

— 1, 2, . . . , n) keletkezzenek. 7 

A keresett f(z) konforín leképzés arcf(2) lokális elforgatási mértéke, amely 

nyilván előállítható 


arc f((2) — Re 5 ln f (2) — u(2) 


módon, a (—oo, az), (di ao), ...; (an; 00) szakaszokon rendre valamilyen u, 
Ui . . . ; Un állandó értékeket vesz fel, minthogy e szakaszok — a feladat értelmében — 
a sokszög oldalaiba mennek át. A (— co, az) és az (a,, 3- 00) szakaszok elfordulási 
szögét, vagyis a megfelelő sokszög-oldalak hajlásszögét az u tengelyhez képest egyenlő- 
nek kell feltételezni (a sokszög zártsága és a feladat megoldhatósága érdekében), azaz 
ug — u, — a. Az (ap. 1; ax) és az (ay, ap41) szakaszoknak megfelelő sokszög-oldalak 
által bezárt ay rt szög, valamint e sokszög-oldalak és az u tengely u . és u, hajlás- 
szögei között nyilván a 


(1 — 1. 1) -- ap T— 7, azaz Up. g— Up— (dp— 1) m 
kapcsolat áll fenn. 
A fentebb tanultak szerint az adott korlátos lépcsős kerületértékeket kielégítő 
és a felső félsíkban harmonikus, illetve reguláris függvény jelöléseinkkel 


u(z) — a 2 28 s (44-i — 4) — 4.-- DP (ay — 1) arc (z — aj), 
k-1 k-1 

illetve 

1 5 1 1 1 1 MLS) 1 

ziaf() mid be (a, — 1 In (z — a) t7hhCo—at7inaC TI c — ap) 


k-1 k—1 


alakban írható. Mindkét oldalt i-vel szorozva, majd vélük e-t hatványozva, az 
n 
f(2) — Co ei 7 f(z — agy 
ki 


alakot, végül ezt integrálva a felső félsíkon, a za rögzített és a z változó pont közötti 
tetszőleges (rektifikálható) görbe mentén, az adott feladatot megoldó 


z 


fiz Ce j (z — a)! (z — a9)mT1 .. . (z — a) dz 7- C, 
formulához, az ún. ScCHWARZ—CHRISTOFFEL-integrálhoz jutunk, ahol a C, valós 
pozitív, a C, pedig komplex állandó. t 
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Megjegyzendő, hogy a SCHWARZ—CHRISTOFFEL-integrál e levezetése jóval egy- 
szerűbb, mint a tükrözési elvvel kapcsolatos korábbi levezetés." 


8) A probléma I. Görbe vonalú sáv, gyűrű, félsík. LL. 
megoldása kon- A gyakorlati alkalmazásokban előforduló (első)  kerület- 
form leképzéssel érték-feladatok néhány olyan típusát fogjuk alább ismertetri, 


amelyeknél az (állandó kerületértékekeket hordozó G görbék 
határolta) T tartománynak a w sík bizonyos speciális tartományára való konform leképzése 
útján egyszerűen megállapítható a megoldást jelentő komplex potenciál. 

E feladattípusok: 1. görbe vonalú (végtelen) sávban, 2. görbe vonalú gyűrűben, 3.. 
görbe vonalú félsíkban és 4. zárt görbe külsejében levő (áramlási, elektrosztatikus, hővezető 
stb.) terek stb. 

Lássuk e feladattípusokat egyenként! 


2", Meghatározandó a Av — 0 egyenletű LAPLAcE-tér az állandó (va, illetve vs ) kerület- 
értékeket hordozó G, és G, görbe közötti T görbe vonalú sávban, feltéve, hogy a 
két görbének csupán a végtelenben fekvő végpontjai közösek, továbbá a két kerületértéknek 
csak a V — v, — va különbsége ismeretes. 

Legyen w — f(z) a keresett komplex potenciál, vagyis olyan egyértékű függvény, 
amely az egyszeresen összefüggő T görbe vonalú sávban reguláris, továbbá v(x, y) — 
— Im f(z) képzetes része (tehát pl. elektrosztatikai feladatnál a potenciálfüggvény, áram- 
lástani feladatnál az áramfüggvény) a G, és G, görbe mentén állandó (vo, illetve v;) érté- 
keket vesz fel, Ismert különbségük — az a) a) I" értelmében — a Z — f(2) vektor G.. 
és G, közötti fluxusával egyenlő, vagyis 


PR. P, 
9 — Im ( Z dz — Im ( f/(2) dz — [v(x,y) IP: — vi — va. 
DP, P, 


Mivel a w — f(z) csak egy állandó erejéig határozható meg, célszerűen feltételezzük. hogy: 
vo — 0 és v, - 0. 

Ennek megfelelően a w — f(z) komplex potenciál a T görbe vonalúsávttal c ve 0 
egyenes vonalú sávra képezi le. Ez utóbbi sáv határvonalainak szintén csak a végtelenben 
fekvő végpontjai (-- oo) közösek, ezeknek tehát a G, és G, (hasonlóan jelölhető) végtelen- 
ben fekvő pontjai felelnek meg, azaz fennáll az f(-- oo) — -- co normálás, 

A feladatot további korlátozások nélkül nem tekinthetjük határozottnak, Az eddigi 
követelményeket ugyanis pl. a 0 € y € O sávra minden 


aznz 


f(2) — z 3 A e ? , ahol A valós, n egész 


alakú függvényt kielégít, mert 
nmmnx 


gi n 
v(x,)—ytbae? sin ST 


alakú képzetes része á sáv határain a va, — 0 és a v, — O értékeket veszi fel. 

Kiegészítőleg feltételezzük tehát — a 2. §.f) 8B)-val összhangban — hogy 1. a Gy és 
a G, sima görbületű, 2. a z 5 oo eseténa T sáv szélessége, valamint a G, és a G, görbülete 
és ennek deriváltja korlátos, végül 3. ] Z(00) ] — ] f (co) [E oo. ; 

Igazolható, hogy e feltételek mellett a kerületérték-feladatnak csak egyetlen megoldása 
létezik (egy additív állandótól eltekintve), továbbá eme megoldó w — f(z) komplex poten- 
ciál a 7 sávot kölcsönösen egyértelmű, konform módon és f(---oo) — - cc normálással 
képezi le a0 € v — 0 sávra, 

3". Meghatározandó a Av — 0 egyenletű LAPLACcE-tér az állandó (va, illetve v4) kerület- 
értékkel felruházott, a végesben fekvő és egymást nem metsző Ga és G, görbe közötti T görbe 
vonalú gyűrűben, a két kerületérték V — v, — vo, különbséget ismertnek tekintve. 


t L., 4. §. b) ő). 
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E G, és Gy görbének most nincs közös pontja, a közöttük fekvő T tartomány pedig 
kétszeresen összefüggő, A T gyűrű 0€v-C O sávra való leképzéséről itt nem 
lehet szó. 

Ezzel szemben — a G, és G, megfelelő tulajdonságai esetén — létezik olyan w — 
— f(z) leképzés, amely a T görbe vonalú gyűrűt kölcsönösen egyértelmű és konform módon 
azr €] ol a R körgyűrűbe viszi át. . 

. E körgyűrűben reguláris, valamint az Io] — r és az I 0] — R kör mentén álland9 
képzetes részű komplex potenciál nyilván a 


w - kilnw (k valós) 
függvény, lévén v — kin] o], és így v, — kin R, vo — klan r. Az ismert V — vi — va 
különbség alapján v 
V Vv 


GÖZÉZEN ESZENŐSS R " 
n 


Behelyettesítve a körgyűrű komplex potenciáljába az w — f(z) leképző függvényt 


és ln f(2) 


ln — 


w-i 


alakban nyerjük a T görbe vonalú gyűrű komplex potenciálját. Igazolható, hogy ez egyszers- 
mind a feladat egyetlen megoldása. 

Megjegyzendő, hogy e komplex potenciál — az u — —k arc f(z) valós részre való 
tekintettel — többértékű függvény. Fizikailag ez megengedhető, mert deriváltja, amely a 
Z — f (2) vektorteret határozza meg, már egyértékű. 3 


4". Meghatározandó a Av — 0 egyenletű LAPLAcE-tér az állandó kerületértékkel fel- 
ruházott, önmagát csupán a végtelen távoli pontban metsző Gay görbe egyik oldalán elterülő 
T görbe vonalú félsík ban, feltéve, hogy az ] Z(co) ] —] (grad v)cs ] előírt ] Zo : 
nagyságú. 

Legyen a w—f(2) a keresett egyértékű komplex potenciál, amely az egyszeresen össze- 
függő T görbe vonalú félsíkot — a 2"-nek megfelelően — a felső egyenes vonalú félsíkra 
képezi le, mégpedig az f(-- 00) — 3 co normálással. 

A feladat további korlátozások nélkül határozatlan. Ezért kiegészítőleg feltételezzük, 
hogy 1. a Gy görbe mindenütt folytonosan differenciálható görbületű, 2. beleértve a z — oo 
pontot is, és 3, Zoo 5 00. 

Igazolható, hogy e feltételek mellett a kerületérték-feladatnak csak egyetlen megoldása 
détezik (egy additív állandótól eltekintve), továbbá eme megoldó w — f(z) komplex poten- 
ciál a T félsíkot kölcsönösen egyértelmű, konform módon és f(-- cc) — -k oo, ] (00) ] — 
— ] Z od normálássai képezi le a felső félsíkra, 

Megjegyzendő, hogy ha a z — co pontban a Gy görbének ,,csúcspont"-ja van, akkor — 
a 2. §. f) 8) szerint — az f/(oo) — 0, illetve oo (tompaszög-hatás, illetve élhatás), és ilyen- 
kor az ] /(2) I értékét a Gy valamely más , szabályos" pontjában kell megadni. 

; ID. Zá rt görbe külseje. 17. Meghatározandó a Av—0 egyenletű LAPLACE- 
tér az állandó. kerületértékkel ellátott, végesben fekvő, önmagát nem metsző Gy zárt görbe 
T külsejében, adottnak tekintve a Z(o0) — f (co) — Zoo vektort. 

8 Keressük a feladat megoldását először a € sík valamely, egyelőre ismeretlen Cs görbé- 
Jének B külsejére nézve, amelyet az adott feltételekre támaszkodó alábbi megfontolás fog 
ak helyezni, majd alkalmas €£ — g(z) leképzés fog az adott Gy görbe T külsejébe 
átvinni, 

Legyen a w — p(€) a Cs görbe B külsejére vonatkozó és az adott feltételeknek meg- 
felelő komplex potenciál. A p"(t) — Z derivált a B-ben egyértékű, reguláris, beleértve a 
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k 


Z — o0 pontot is, tehát az utóbbi környezetében érvényes LAURENT-sora 


zni ez TIGNÉNT átt 
90-Z1t7iG 

c (ág 

alakú. Az a) a) I" értelmébenc ,-27i— T 3-iO,aholar és a 0 a Z — 9p"(€£) vektor 
cirkulációja, illetve fluxusa a Co vagy azt körülvevő tetszőleges C zárt görbe mentén, 
Minthogy a Ca, görbe mentén v(x, y) — Va, a B tartomány pedig forrásmentes, ezért a 
fluxus 


Ze eréte 


0 — Im (0) Ő Zdt — Im (Co) Ő Zaz — [vlx,y) IB — 0, 


ahol P, a C, tetszőleges pontja. Ezt figyelembe véve és a p"(£) fentebbi sorát integrálva 
(s a lényegtelen állandót elhagyva), a komplex potenciálnak a Z — oo pont környezetére 
érvényes 


tél Dr sa 
w- 90 — zett nt 5 te 


sorához jutunk, amely láthatóan rendelkezik az p(co) — oo tulajdonsággal. A I cirkulá- 
ciót tehát meg kell adni, s ez feladatunk egy újabb kerületi feltétele. Biztosítani kell még — 
a legelső kerületi feltételnek megfelelően —, hogy (Z — e ei?, Zo — ] 200 ] eiz, c. ; — 
—]cog2]eit stb. jelöléssel élve) 


r 
v(é, mc. — Im e(Oc, — [Zo] e sin (Ü — a) — 2 9 


ms real sin (0 — 8) 4 Sgábez 9 1. aző 
e e 


legyen. Ez — a logaritmikus tag miatt — csakis akkor teljesülhet, ha 9 — R — const, 


vagyis ha a C, görbe az ) € ] — R körvonal, és ha ezenkívül még — a 0-ra nézve azonosan — 
; te-e] Jess] út 
IZ00]R sin (Ü — a) -k Rk sin (d — 8) 4 fi sin (29 — y) ...— Cr — 0, 


Ebből következik, hogy 


; am B— nm, lc.k]—0 (k — 3,4,...), Cct — 0, 


azaz 
s cna s —R:Zo; ckz0 (k—3,4,..) Crt-0 
Az R-et tehát szintén meg kell adni. 
Az elmondottak értelmében a 


ES R? F 
w—- od —zettzezt asz tat 


függvény az adott kerületérték-feladatot az] E] 5 R körkülsőre egyértelműen megoldó komplex 
potenciál. Sajátságait részletesen megvizsgáljuk a c) a)-ban. 
2", Legyen végül a € — g(z) az afüggvény, amely a Gy körbe T külsejét konformisan 
leképezi az [c] 5 R körkülsőre, mégpedig g(co) — co és g"(co) — 1 normálással. Akkor a 
es z x T Tata) 
— p[g(221— f(2) — 29 8(2) 1 2 rö e Szi § 


függvény a szóban forgó kerületérték-feladatot az adott Gg görbe külsejére egyértelműen 
megoldó komplex potenciál, minthogy ez 


foo) — 00, f (00) — p"(20) g/(o0) — Zo 
23 Komplex függvénytan — 44 231/IV. ű 
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T —(CJŐ P(x dt — (Go) Ő 9" 82) 192) dz — (Go) Ő (2) dz, 
; et A 
v(x, a, - Im f2g,— Im 900 —— sz In R — const 


értelmében az összes említett feltételeknek eleget tesz. Ú , BE gyi 
Különösen nagy jelentőségű e feladatnak a ZSUKOVSZKI J-féle szárnyprofil-görbére 


való megoldása." 


Í Meghatározandó a LAPLACE-tér komplex potenciálja az 1 C xy C 2 hiper- 
bolikus sávban, feltéve, hogy a kerületérték különbsége V — 4. 

Megoldás. A keresett komplex potenciál (az additív állandót mellőzve) f(z) — 2 23; 
ui. e függvény reguláris az adott sávban, Im f(z) —4xy képzetes része pedig 
állandó (mégpedig 4, illetve 8) a sávot határoló hipeérbolák mentén s ezen állandók 
különbsége éppen az előírt V — 4. 

A vektortér: 

Z—- —igradv —f(z) — 4z, 
ennek fluxusa a sávban: 


Pa (1,2) ű 
6-Im ( Zdz—Im ( 4zdz— Im [22199 — 4ey ds 4— V. 
P, (11) 4 : 
2. Meghatározandó a LAPLAcE-tér komplex potenciálja a z, — a -- r ei" és z, — 


— — a - r eiv (r G a) körök közti görbe vonalú gyűrűben, feltéve, hogy a kerület- 
érték különbsége V. 

Megoldás. A két adott körre nézve inverz pontok abszcisszái az (a -- x) (a — x) — 
— r? egyenletből nyerhetők: xi, — -k Va? — r?. A két kör külsejét az 
Zz -- Xi 
z — xi 


függvény képezi le azr C]o] CR körgyűrűre; az ottani w — kiln w komplex 
potenciál felhasználásával az adott görbe vonalú gyűrű komplex potenciálja 
2.2 
et pa tét, 
2 — Xi z—Vé—r 


Az előírás értelmében a képzetes rész (a — r) és (— a -- r) pontbeli. értékének 
különbsége 


—a-r—V8—8 


88. a — p2 
sámláani köakstál EBA 


a—r—Vt6—n] —a3r—xé—8 


§ L. a 4. példát! 


— 2k1 V, 


kn) Bána eken BŐ 
T 
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ahonnan 
nel V sa 
szemere orát , 
2]n arV2—7 21n sé 

Tr 
lévén rG a. 
3. Meghatározandó a [LAPLACE-tér komplex potenciálja a 2—iy, 0€y 2 h 
bemetszéssel ellátott felső félsíkon, állandó  kerületérték és előírt ]2Z..].— R.. 
mellett. 


Megoldás. Mint ismeretes, az adott tartományt a 


w — V22 -- h? 


függvény képezi le a felső félsíkra (l. a 3. §. c) a) 1. példát). E függvény deriváltja 


f() — 


ahonnan — !f(o0)] — Jim ) besz 


NEJE: TB" 


TETT $ 
A keresett komplex potenciál tehát 


w — R. V22 7 Mm. 


Megjegyzendő, hogy Z(ih)—f(ih) — co (élhatás), Z(0) — f(0) — 0 (zughatás). 
4. Határozzuk meg a LAPLACE-tér komplex potenciálját a ZsuKovszkiJ-féle 
profil külsején. 

Megoldás. A feladat tetszőleges profilra az b) A. II" 2" értelmében a 
V.. R? 
22 
komplex potenciál oldja meg, ahol C — g(2) a profil külsejét al C] 5 R körkülsőre le- 
képző függvény. I 

Amint a 3. §. b) y) 1. példában láttuk, a A és d paraméterű ZsuKovszKIJ-féle pro- 


fil külsejét az ; 
o — z 3 [22 — a? 


w — V.. g(z) 1- —— -7- z— ln (2) 


er 


függvény az 


egál e SÖSEKÉS Se 
w—ih7- de középpontú és R,—d-- Vai nm 

sugarú kör külsejére képezi le. Minthogy 
10"(00)] — öszes 


TE — 2, 


T tér 


ezért a keresett leképző függvény 


1 1 s 
(—82—5(0—09—7[2— 04 V7— ő , 


231 
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mely a ZsSUKovszKIJ-féle profil külsejét a 


tl5R—5—-5 (11 V2TTB) 


körkülsőre viszi át. 


c) Műszaki alkalmazások 


a) Ideális folyadék I. Általános megjegyzések. 1" A valóságos 
örvénymentes folyadék mozgását általános esetben a 
síkáramlása 
dv 9v 99 1 ; 
szen: sé Esém — ciásezégt: itten Baz kézi 
éz; elzz rt (e grag) e] lg e; grad v vxrotw) 
1 
—f—gradp id m [40 -k a; grad dív v]) (1) 


alakú, ún. NAVIER—STOKES-egyenlet írja le, amely még kiegészítendő a forrás- (és nyelő-) 
mentességet kifejező 


d 
2 tedive— 0 2) 


alakú, ún. folytonossági egyenlettel és egy p — p(o) alakú anyagi egyenlettel; ezen egyenle- 
tekben o, p, n, v, f tendfe a folyadék sűrűségét, nyomását, viszkozitási (belső súrlódási) 
együtthatóját, sebességvektorát, térfogati (súly-, tehetetlenségi stb.) erejét jelenti." 

2", Mi csupán az alábbi speciális esettel fogunk foglalkozni: 


Ideális folyadék : a folyadék gyakorlatilag belsősúrlódás-mentesnek, összenyomhatat- 
lannak (és homogénnek) tekinthető, azaz 


)n7 0, o — const, (3a) 
következésképpen 
de 3 
ú Szász — 0. 
Z odívo (3b) 


Stacionárius áramlás : az állapothatározók függetlenek az időtől, vagyis 
99 990 


TBELBÉT : ÉRÁSA 8 
Örvénymentes áramlás : az áramlási térben 
: rotwv — 0, (5a) 
következésképpen v előállítható ott 
v — grad o (5b) 


alakban, vagyis egy p potenciál gradienseként. 


Erőmentes áramlás: az f (pl. vízszintes áramlás miatt) figyelmen kívül hagyható, 
vagy a többi tagokhoz képest elhanyagolható, azaz 


f- 0. (6) 


t L. bővebben pl. GguBER— BL.aAwnó ÍT. 3.]. 
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Kétdimenziós (planparalel) áramlás: a sebességvektor-eloszlás egy bizonyos irányra 
merőleges síkokban azonos; egy ilyet választva x, y síknak, a sebességvektor v — Vxi -k 
TH vy j módon vagy — mint a továbbiakban — komplex számokkal 


V-V.tiV, — Vo ei (7) 
módon adható meg. 
3", A 27-ben leírt speciális esetben az (1) és a (2) egyenletek 


[3 i evő 
Bi gradV3— —gradp, azaz —37 4 p — const, (8) 


("Iletve 
div V /-"divgrado —Ap—0 (9) 
alakot öltenek. 
A (9) értelmében a p potenciálfüggvény harmonikus, s mint ilyen, harmonikus társá- 
val, a p áramfüggvénnyel együtt — szokás szerint — 


f(2) — e(z) -- iv(2) (10) 


alakban reguláris függvényt, ún. komplex potenciált képez. Ennek felhasználásával a sebes- 
ségvektor új B 5 
p , .0p 99 Op 5 -— ; 
V — d Sa sét sms EZÉ, Szent Jé freee S ÍS 1 
gradp —k ige ök f(2) (11) 


módon nyerhető. A V nyilván normálvektora a 


p(x, y) — const (12a) 
ekvipotenciális görbeseregnek, és érintővektora az előbbire merőleges 


2 y(x, y) — const (12b) 
áramvonal-seregnek. 


Ai 7; Ha az áramlás T tartománya egyszeresen összefüggő, akkor — mint az a) a) II"-ből 
tudjuk — a 


T — o(z2) — 9(z2) — Re [7 dz és a (0) — w(2) — vw(2o) — Im [7 dz (13a) 
Zo Zo 


függvény, tehát az 


8 — f(2) — f(2) — FF 1-iő -[7 dz - [fr dz (13b) 
Zo Zo 


függvény is — az integrálási görbe alakjától függetlenül — egyértékű, következésképpen 
valamely zárt görbe mentén 


f—-RefVdz—0, 0- Im hVdz—0, (14a) 
tehát 


8-P4i0—-ŐVáz—- Őr) dz —0. (14b) 


Megjegyzendő, hogy a V sebességvektor Ő és 6) fluxusa a Po(29) és a P(z) pont közötti 
tetszőleges görbén, illetve tetszőleges zárt görbén egységnyi magasságú rétegben az idő- 
egység alatt átömlő folyadék térfogatát, röviden a folyadékhozamot szolgáltatja. 

5", Amint az a) y)-ben kifejtettük, a kétdimenziós (planparalel) áramlási tereket 
normális irányban végtelen kiterjedésű vonal vagy hengerfelület, vagy hengertest alakú 
források, nyelők vagy örvények, vagy dipólusok, multipólusok okozzák, Ezek (pont, 
görbe, síkrész alakú) keresztmetszeteit — mint szingularitásokat — ki kell rekeszteni a 
T tartományból, A T ily módon többszörösen összefüggővé válik. Az ilyen "tartományban a 
potenciál- és az áramfüggvény egyarántt — s velük együtt a komplex potenciál is — 


X Ellentétben az elektrosztatikai térrel, ahola potenciál függvény mindig egyértékű. 
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többértékű lehet, vagyis növekményük rendre 


2z 
T — p(2) — p(20) — Re cv d2t 2 Dr 
kzz1 


Ó — v(z) — v(zo) — Im fv d2r FŐ b (15a) 
kz1 


8 — f(z) — f(zo) — (c [0 dz 4 S ő, j 
k-1 


alakú, ciklikus állandójuk pedig 
64 — Dr iÖk — (e) b f (2) dz (15b) 


módon nyerhető, ahol cz a k-adik szingularitás határgörbéje, vagy azt (de más szingulari- 
tást nem) körülvevő tetszőleges zárt görbe. Ha a T tartományban csak izolált szinguláris 
pontok fordulnak elő, akkor — a reziduum-tételnek megfelelően — 


Bp — Tr 4 i Ok — 2mires f (2). (15c) 
Zz5Zk 

6", Az alábbiakban számos példa során megismerkedünk az elemi komplex változós 
függvények segítségével megoldható egyszerű, mégis nagy jelentőségű kerületérték-fel- 
adatokkal. Vizsgálataink során olykor hivatkozni fogunk a b) 8)-ban a konform leképzés 
módszerével kapcsolatban mondottakra, . 

Az egyszerűség kedvéért a komplex síkra merőlegesen végtelen kiterjedésű, térokozó 
szingularitásokat a komplex síkon jelentkező keresztmetszetükkel fogjuk jellemezni, tehát 
pl. forrásvonal, forrásfelület helyett rendre forráspontról, forrásgörbéről fogunk beszélni, 

II". Forrás-, nyelő- és örvénypont. 1". FORRÁS- (NYELŐ.) PONT. Le 
gyen a € pontban O — 0 folyadékhozamú forrás. Körszimmetrikus áramlási tere mint 
az a) y)-ban láttuk — 


w — f(2 —CLn(z—€), (C valós) 
alakú komplex potenciállal jellemezhető. Ebből a V sebességvektort 
c 


Z — 


V —-—f(2) — 


es] 


alakban nyerjük. A C — az előírt O alapján — 


Ő -0— Im hV dz — Cim — Cim (gri) — 2 C, 
(G) 
"e 


2n 


módon ázottható ki, ahol G a €£-t körülvevő tetszőleges zárt görbe. Ezzel a komplex 
potenciá 


w — f(2) — E Ln (z — £) 
ki 
alakot ölt. 
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Bevezetve a 2—( — rem — red és a w— p Fi. koordinátás alakokat, 
írhatjuk, hogy 


p - iy si. Un r el(?i-2km) Ms [nr --ie8]. 
2 27 


. Szétválasztással jutunk a 


e : (9) 
— —lnr, se 
p Gy nr, illetve 5 e 
potenciál-, illetve áramfüggvényhez, s ezekből 
e e ; e e 
EZ mi —m— — 1 ; let szi dns — 
BElz in r ús nC, illetve 9 578 SE 


módon az ekvipotenciális, illetve az áramvonalak egyenletéhez; az előbbiek tehát €£ közép- 
pontú körök, az utóbbiak pedig a £-ból vont sugarak. A sebességvektor 


ek án KB ő 


—- — e 


27 (z —€) 2ar 


szerint a z — € vektorral egyenlő irányú és értelmű, vagyis a €-tól elfelé mutat, a £-beli 
forrásnak megfelelően. 


Két pont, pl. z1 és ze között időegység alatt átáramló folyadék területe (vagy — egység- 
nyi magasságú rétegben — térfogata) 


0) — p(Zo) — p(21) — Aa (8, — 8), 


egy, a €-t körülvevő zárt görbén átáramlóé pedig 


a 58 
szaz se szz e 
2 ő e 


A szóban forgó áramlási térnek a Iz —€] — ro körvonalon kívüli része a €-beli 


forráspont helyett a Iz—€] — ra körvonal mentén elhelyezkedő, állandó cg — 


29 To 
intenzitássűrűségű (s csupán kifelé ömlő) forrásgörbével is előállítható. Ekkor ugyanis — 
az a) y) értelmében — 


27 
] ogr dó öegöeee UGAT LB Kea 
pP-zzŐrolneds - s J In Vr? -- rő — 2r ro cos x dx 
(90) Xx7-0 


Tm 


s 


a fa (rt a rő — 2r ra cos x) dx — e fzlarz 
920 


e 
s 0g ro inr— — Inr, 
2m 
ahol felhasználtuk az ún. POISSON-integrál értékét.t A komplex potenciál ilyenkor nyilván 


w — ro cg Ln (z —€) 
alakú. 


$ L. pl. az A. V." k., 45—46. o. 
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; Ha a Z pontban, illetve a [2—£]1—r, 
körív mentén forrás helyett hasonló inten- 
zitású nyelő van adva, akkor a fenti formu- 
lákban O, illetve c, helyett — O,illetve— o 
veendő. A sebességvektor ez esetben 


VS e eli? — ked ei(v--z), 
iga Vale] 2ar 2 
illetve 
9dofo . OoT. 
IZE zt elő sz 9 pi(v--z) 


Tr T 


alakú, vagyis a Z pont felé mutat. 
27. KÉT FORRÁSPONT, Legyen a --Z és 


121. ábra a —t€t pontban O intenzitású forrás (121. 
ábra). A komplex potenciál — egyszerő 
szuperpozícióvalt — 


w-f2)—-ÉLa2—-94tÉIn£19—-CLak—9ti 9 — 


ss ln [(ri ei91) (r, eies) ] — S Un rre -F.i(81-t 09] 


alakban nyerhető. 
Az áramvonalak 


s ey e KÓ azaz rtire—C 
27 27 
egyenletű lemniszkáták. A lemniszkáta C — 0 esetben a --Z pontpárrá fajul, 0 c C a d? 
esetén két egyszerű zárt görbéből áll, C — d? esetén egy önmagát keresztező zárt görbe, 


C 5 d? esetén pedig egy egyszerű zárt görbe; ittd— [€Z]. 
A sebességvektor 
e E 8 eiüa 


Ti Te 


J-n ve 


alápján könnyen megszerkeszthető. 
3/. FORRÁS- ÉS NYELŐPONT. Legyen a --£ és a —Z pontban —0O, illetve --O inten- 
zitású nyelő, illetve forrás (122. ábra). A komplex potenciál nyilván 


e e "e Z-s 


ri ei9: r. 
FELÁR TK - E[n2-- ie. — es] 
29 Te ei0: 2 Te 


alakú. 
Az ekvipotenciális, illetve áramvonalak 


—7-C50, illetve 00— 09 —K 


poláris egyenletű ún, APOLLONIUS-féle körök, amelyekre nézve a 3-Z és a —Z pontok — 

a 3. §. a) B) értelmében — egymás inverzei, illetve a 4-Z£ ésa —7 pontokon áthaladó körök, 

amelyekre nézve a Ü, — 0, szögek — mint adott húrhoz tartozó kerületi szögek — állandók. 
A sebességvektor o 


1 1 
— — [— éi(ü,kse) — ei, [ -— [/ .V. 
V [7 Cysetú e] ny t.Vf 
alapján könnyen megszerkeszthető. 


$ L. az V9 1--t. 
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Az ekvipotenciális körökön átömlő folyadékmennyiség természetesen 


(0) zó 2 I(es -- 22) — 81 — (85 — 04 — 0, 


(ahol egy, a -3-£-t körülvevő körrel számoltunk.) 
4", ÖRVÉNYPONT, Legyen a £ pontban !T 5 0 intenzitású örvény. Áramlási tere 


w — f(2 — —iCLn(z —€), (C valós) 


Héj d 
122. ábra 
alakú komplex potenciállal jellemezhető. A C értéke a 
4 iC 
V fejes —— 
tabazl " 
sebességvektornak a €-t körülvevő tetszőleges G zárt görbe menti cirkulációja alapján 
o ea 3 dz gége HE 
Ts5T - Ref Vdz-—ReCih—— ——-ReCi2lni—2xiC, 
(G) (G) 
s PF 
2x 


módon nyerhető. Ezzel a komplex potenciál 


T 
w — f(zz — —i— Ln(z — €) 
2m 
alakot ölt. Koordinátás alakja 
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rT . Mi : 
p -- ipse [(ő 3 2k 7) —ilnr] EZ FZLSá Tt iln 7), 
a potenciál-, illetve az áramfüggvény pedig 


ső e, illet Es 1 
— — etve st — ez JflT 
2dg " té 27 jú 


123. ábra 


ahol a k — 0,--1, --2, . . ., a € körüljárásának száma és értelme szerint. Az ekvipotenciátis 
illetve az áramvonalak tehát (a £-ból, illetve a Z körül vont) 


8 — C, illetve r—K 


egyenletű sugarak, illetve körök; vagyis ugyanazok, mint a forráspontnál az áram-, illetve 
az ekvipotenciális vonalak. A sebességvektor 


értelmében a (z — Z£) vektort --90"7-kal megelőzi; az áramvonalak körüljárása tehát pozi- 
tív értelmű. Ha T helyett —T áll formulánkban, akkor e körüljárási értelem negatív. 
Két áramvonal (r, 5 ro) közötti átáramlás 


A T T Tr. 
8 — P(r) — v(r) — 57 (nr — nr) —7— 11. 
at 2m Ta 


Az egyenlő 0 folyadékhozamú áramvonal-csatornák sugarai 


r ri 3 5270 
— ln — 09 Ha ne Tr 
2m  Tisi 


értelmében mértani sort alkotnak. ; 
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5", ÖRVÉNY—FORRÁSPONT. Legyen a Z pontban T ca 0 cirkulációjú örvény és 0 50 
o Ass sségágásáágba] forrás (123. ábra). A komplex potenciál — egyszerű szuperpozícióval — 
nyilván 
9-4ir 


[0 : B, 
w-f2—- S Ln(z— 0) —5- La (z— 8) — 55 ela Ln (z — 0). 


A sebesség 
9-—ir 1 9.1 BD, 


v- FT — 
27 (2—D 27 (z— 2) 2ar 


124. ábra 


potenciálfüggvény 


1 D 
pe — — (Olanar— re) — A (cos a "nr — sin a" 0), 
29 27 Ki 
az áramfüggvény 


1 b 
y—-—(rlnr3 080 —— (sina:lir-kcosa: 0). 
2a 27 


Az ekvipotenciális és az áramvonalak 


ti (tg 83-08 tg a) e (etg y—O9 ctg ay 


f.sé -e , illetve r—e —e 


poláregyenletű logaritmikus spirálisok, amelyekre nézve az érintő- és a helyzetvektor 
hajlásszöge állandó, lévén 


s Tr A ő r hd 
gé deL s 2 — erga, illetve . tg (z227——— ——— — tga. 
r T r e 
III. Dipólus- és multipóluspont. 17. DIPÓLUSPONT, Legyen a 
ta és a € — a pontban —Ö — —0—iT, illetve $ — 0 3- ir intenzitású örvény- 


forrás (124. ábra). A komplex potenciál — a fentebbiek értelmében — 


D [04 b ss 
0827 — 5 1n(z—6— 94 La(z— tha) af 
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Ha a — 0, és Ö 5 co, mégpedig úgy, hogy 2a $ 5 M 5 oo, akkor a € pontban a 
két örvényforrás határalakzataként az M nyomatéki vektorú ún. dipólust kapjuk. A komp- 
lex potenciál 
2a$ I(z—c€ 3 a) —La(z—€£— a M I 


2 2a — 2n2—t 


w — f(z) — lim 
a—0 
2abpOM 
alakot ölt. A sebesség 


EZÉSE M, 
V-fG) — — CeER Tette ÖNÉ Re HANY VSZ Mo 


i(20-1-n—a) 
27 (z — 7)? 29 r? 2nr? 7 


Az ekvipotenciális és az áramvonalak — a (tf — 0-nál adódó) 


1 MM, . É mM f Ésakt 
ze érését 8 — 0 eiteW—0) — - " (cos a 3 sin a) EZÉS 
ln 2—€ 2ar 27 x thy 

. Mo (x cos a 3- y sin a) -- i (x sin a 3- y cos a) 


27 x2 4 y? 
felhasználásával — ; 
M; cos (a — 1) M, xcosa-t ysina MM, 1 
27 r da egy 2a 2C" 


azaz 
r — 2C cos (a — 0) vagy x? -- y? — 2C (x cos a -- y sin a) — 0 
egyenletű körök, amelyek sugara R — I C I, középpontja za — C eia, illetve 


Mo sin(a— 0) — Mo xsina—ycosa Mo 1 


27 r 2 x2 4 y? 2x 2K" 
azaz 
rs 2K sin (a — 0) vagy x? -- y? — 2K (xsin a — cos a) sz 0 
egyenletű körök, amelyek sugara R — ] K I, középpontja 2, — — iK eia, 
Az egyenlő vízhozamú áramvonal-csatornák sugarainak reciprokai 
aa Mof 1 1 
szg nös jog Óz jos zo hess zet 
09 — v(K.1) v(Ki 37 Ézs. s 
4 NŐ; . 


ita Ki Mo 
értelmében számtani sort alkotnak. 


27. KVADRIPÓLUSPONT. A €£ -- a és a € — a pontbeil —M., illetve 4- M., nyomatéki 
vektorú két dipólus határalakzata, midőn a — 0, M; 6 oo, de 2a M, - M,z oo, az € 
pontbeli, N nyomatéki vektorú ún. kvadripólus. Komplex potenciálja 


1 1 
2a Mo2—f-ka 2—t— a M, 1 
2a — 2n 2—0 


w — f(z) — lim 
460 
2aMO-N 


3". MULTIPÓLUSPONT. Hasonlóan származtatható két 2(m — 1)-ed rendű multipólus 
határalakzataként a 2m-ed rendű multipólus. Komplex potenciálja 


Mom 1 


w — f(2) ——(—Dm (m— 1)! S ESETT 
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IV". Áramlás szögletek mentén. 1". ÁLTALÁNOS ESET. A CSÜSa(c2m) 
szöglet menti áramlásnál a szögtetet határoló ? — 0 és ő — a sugarak egy végtelenbe 
nyúló áramvonalat képeznek. A 8) I" 4" értelmében — e szögletet (mint görbe vonalú 
félsíkot) az Im w — 0 félsíkra kell leképeznie a keresett w — f(z) komplex potenciálnak. 
E célra nyilván alkalmas minden 


tsz jféelt zt ll ék BT gel zs A ÉRŐ 1-3) 
n n n 


alakú függvény, ahol A, tetszőléges pozitív szám. A sebesség 
V — f/(2) — A, z7— — A, rm—i e—i(n—D? 


Látható, hogy n — 1 esetén V(0) — oo (élhatás), n — L esetén V(0) — 4A,, és n 5 1 esetén 
V(0) — 0 (zughatás). A (V(1) — V), előírás esetén A, — V9, és ezzel 


V 
w — f(zy) — — zn, ( -3] 
n 
A potenciál- és az áramfüggvény 
V. V. A 
p— WA rncoső, y—-— msinn?, 
n n 


az ekvipotenciális és az áramvonalak egyenlete tehát 


n n 
Ea TAKE 
re I — , ta— [ /—— , . (OSdZa na — a), 
cos 2 Ü sinai ; 


§ 
E görbék szimmetrikusaksa Ör — a/2 szögfelelő sugárra. 


n:2 nai n :2/3 


125. ábra 


2". SPECIÁLIS ESETEK, Ha a — a/4, azaz n — 4, akkor 
Vv. a 
We zt, V-V,z. 


Ha a — a/2, azaz n — 2, akkor 


továbbá 
V. V. v. 
mr cos 20 mm —T (2 — y?), v-—rsin20— Vo xy; 


az ekvipotenciális és az áramvonalak tehát egyenlőszárú hiperbolák. 


3 y 
be § 5. §. KÉTDIMENZIÓS VEKTOR-, SKALÁRTEREK STB. 


Ha a — ma, azaz n — l, akkor 
w.-Voz, V-Vo, 9—Vox, wy— Voy, 


vagyis a sebességvektor nagysága állandó, iránya és értelme megegyezik a pozitív x fél- 
tengellyel. (A V — V, ei? sebességvektorú áramlás nyilván a w — V9e-i$z komplex 
potenciállal írható le.) Ilyen esetekben párhuzamos áramlásról beszélünk, 

Ha a — 3m/2, azaz n — 2/3, akkor 


3 V, 
— — Vo 275, jesz 
2 Za 


A fentebbi eseteknek megfelelő áramképek a 125. ábrán láthatók. 


V", Forrás-, dipólus- és örvénypont párhuzamos áram- 
lásban. 1". A SZUPERPOZÍCIÓ ELVE, A komplex potenciálokat jellemző (Cauchy — 
Riemann-féle Laplace-féle) parciális differenciálegyenletek lineárisak, következésképpen 
ezeket komplex potenciálok összege is kielégíti. Eszerint a komplex potenciálok össze- 
adása, illetve a nekik megfelelő áramképek szuperponálása újra komplex potenciálra, 
illetve a neki megfelelő áramképre vezet. Röviden: a komplex potenciálok összeadhatók, 
áramképeik szuperponálhatók. A 


27. FORRÁSPONT PÁRHUZAMOS ÁRAMLÁSBAN, A Z — 0 pontbeli O hozamú forrás és a 
Vo. sebességvektorú párhuzamos áramlás (126. ábra) eredőjének komplex potenciálja 


7 w-Vo2r Élaz (—wp- ny, 


sebességvektora pedig 


91 
V:-V 45 (EV): Vy) 
lmaz 


Látható, hogy  [W(o0) — Vo, tehát 
V(o0) — V-os előírás esetén 


MSB eg estesét ESA 
29 


1. 
VavzaS s; 


27z 7 


A z — 0 közelében V " V; — ——ie?, 


vagyis az áramvonalak radiálisan indul- 
nak a forráspontból. 


A V — 0 egyenlet megoldásaként 
adódó 
— e 


OZOTT kon]. 
ksasd 


126. ábra 


20 


hely az áramlás ún. torlópontja. 
Az áramvonalak egyenlete 


SET e arctg£ 5 c, 
27 x 
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A torlóponton átmenő kétágú áram- 


vonalon Cia — --0/2, és vízszintes : 
aszimptotái (x Ö o0-nél) 
e 
Yy12— t 9V- . 


E kétágú görbén belül áramlik a forrás 
teljes O hozama, lévén vwy — pv, — 
— C, — C, — 0; az áramlás sebességc 
xo -t 00-nél 


Az áramképnek e görbén kívüli részt 
úgy tekinthető, mint a hasonló vezér- 
görbéjű, párhuzamos áramlásba helye- 
zett profil körül kialakuló áramkép. 
3". DIPÓLUSPONT PÁRHUZAMOS ÁRAM- 
LÁSBAN. AZ — 0 pontbeli, Ma nyo- 
matékú dipólus és a Vo sebességvek- 
torú párhuzamos áramlás (127. ábra) 
eredőjének komplex potenciálja 


127. ábra 


Mo 1 
w — AR ge fess ása (— wp -- wa); 
2n z 
sebessége pedig 


212 - z [/ sál. zs tR 


torlópontokat. Az R felhasználásával 
2 2 
ze [z [z 13) V — v.[ -5]: 
Az áramvonalak egyenlete 
R? R2 
p-ImV.. [ret reg] zt Va [r ző 29 e 


Látható, hogy. a torlópontokon átmenő r — R kör is áramvonal (C — 0), s mint ilyen, 
szétválasztja a dipólusból származó (belső) és párhuzamos áramlással érkező (külső) folya- 
dékot. A körön kívüli áramkép így megegyezik a páhuzamos áramlásba helyezett kör- 
profil körüli áramlás képével. 

Az r — R kör menti sebességeloszlás: 


V — V. (1 — eziv) — — V- ei? (ei? — e—iv) — — VIV. ei? sin 0, 
tehát (] V ] — V9 jelöléssel) j 
Vo, — 2ZV-olsin ül, azaz VŐ — 44? sin? ő. 


Ennek felhasználásával a BERNOULLI-egyenlet 


AV? simd4p- VET Pe 
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módon, az ún. nyomástényező pedig 


s ESÉS sí oa sin 9 
2 172 
2 [s 


módon alakúl a köf mentén. A torlópontokban tehát a végtelenbeli dinamikus nyomással 
egyenlő túlnyomás, a tető- és a mélyponton pedig háromszor akkora szívás jelentkezik. 
d sű A körmenti v(0) eloszlás — mint az 128. ábrán 
látható poláris diagram mutatja — centrálisan 
szimmetrikus, tehát a körprofilra erő nem hat. 
4", DIPÓLUS- ÉS ÖRVÉNYPONT PÁRHUZAMOS 
ÁRAMLÁSBAN. Az előbbiáramlásramég aZ — 0 
pontbeli, — T cirkulációjúörvénytszuperponálva, 
az eredő áramlás komplex potenciálja 


A 


KH 


NI 


(LN 


ta T 
w - vel] i— Lnz, 
z 27 


fá A) sebessége 
Zn COMB 
VZNN Eve z e tási 
kih áramfüggvénye 

128. ábra :  W-Ve [7 — 5] sin Ü 4 5-lar. 


8 éj té 4 jő .. 
Az r — R kör ismét áramvonal [C — GT ln R], tehát a körön kívüli áramkép megegyezik 
f IT 


a párhuzamos áramlásba helyezett körprofil cirkulációs áramlás képével (129. ábra). 
" A torlópontok a(V — 0 egyenlet némi átalakításával nyert) 


z — R" s 


22 -- i— EZ 
2 Vo 
egyenlet . 
Pp T a 
212 KET Va s ni V hi 7 s R 


gyökeiként nyerhetők. 


129. ábra 
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Har ca 4mx V.s R, akkor e gyökök konjugált komplexek, és láthatóan I] z,] — ] 22] — 
— R, vagyis a torlópontok az r — R körön helyezkednek el, 
Ha T — 4r Vo R, akkor z, — z, — —iR, vagyis a két összeeső torlópont az r— R 


kör mélypontjában van. 

Ha T 54xV.oR, a gyökök tiszta képzetesek, és ellenőrízhetően Iz] c R, 
ta kézbe vagyis az egyik torlópont az r — R körön belül, a másik pedig kívül helyez- 
kedik el. 

Vizsgáljuk most azr — R kör menti sebességeloszlást, feltételezve, hogy IT S 4x V.. R: 


TEV iseüt e 7—p 9] — [vo sin ő zá jea 

27 Vo R 27 R § 
tehát 

y T 

TE Va Ves év 


gér 


A BERNOULLI-égyenlet szerint a körmenti sztatikus túlnyomáseloszlás 


o o Tsa 
éjssetvi ch - 5 [V2 — [7 Í ? 45) ] 7 
p— p 2 Vo 0) 2[/s SA ss 


— Sin Ü 


a [/do ég 4n? R2 V2 


27 E Bi ] 


10]o 


v? [I — 4 sin? Ü — 


A poláris diagramban (130. ábra) az I., 2. és 4. tag centrális 
szimmetriát ad, tehát erőt nem eredményez; a 3. tag 
(A pe) viszont az x tengelyre aszimmetriát ad, tehát y 
irányú erőt eredményez: 


27 27 
P — — [495 ei? R dű — EZ f ev sin ödö- 
0 74 o 
27 
Bi szesz (ev —1)dő—ieV. Tr. 
ZEéBy 130. ábra 


A felhajtó erő nagysága tehát Pg — 9 V.. T, összhangban ZSUKOVSZKIJ tételével, 


FELADATOK 


1. Számítsuk ki és mélyítsük el a fentebb tanultakat SASVÁRY-[T.18.] V. 48—51. §, 
ROTHE—OLLENDORF—POHLHAUSEN [M. 6.] II. B. 1—8., Jofnamckuf [T. 48.] V. 38— 39. 
§, KOTSCHIN—KIBEL—RoOsE [T. 4.] IV. B. és V. B. 13—16, § alapián. 

E A fentebb tanultak gyakorlására oldjuk meg a KorscHIN—K18BEL—Rosz [T. 4.] IV. 
B. 22. § és V. B. 17. § helyen található feladatokat. 

3. Tanulmányozzuk az elliptikus és az egyenes profil körüli áramlást SasváRv [T. 18.] 
V. 54—58., §, Jofiuamcknü [T. 48.] alapján. 

4. Tanulmányozzuk a szabad sugár és a résen, rácsori átömlő sugár áramlását SASVÁRY 
[T. 18.] V. 56, 57. §, Jofinamcknű [T.48.] V. 40., 4l. §, ROTHE— ÖLLENDORF — 
POHLHAUSEN [M. 6.] II. B. 14. alapján. 

5. Vizsgáljuk a mozgó körprofil, forgó elliptikus profil körüli áratnlást SASVÁRY 
[T. 18. ] V. 52., 55. §, KorscHIN—KIBEL—RosE [T. 18. ] VI., 3., 4. § alapján, 


24 Komplex függvénytan — 44 231/IV. 
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6. Vezessük lea hidrodinamikus reakcióerő és -nyomaték BLAsius — CSAPLÜGIN-féle 
általános formuláit GRUBER—BLAHó [T. 3.] 223—225. o., Jlofnanexaü [T. 48.] 44. § 
KOTSCHIN — KIBEL—RosE [T. 18.] V. 5. § alapján. ; 

7 4 Vezessük le a hidrodinamikus reakcióerő KurTrTA —Zsukovszkij-féle formuláját és 
a reakciónyomaték formuláját a konform leképzéssel nyert általános szárnyprofilra vo- 
natkozólag GRUBER — BLAHÓó [T. 3.] 225—229. o., Joümancrnü [T. 48.] V. 45., IKOTSCHIN 
—-KIiBEL—RosE [T. 18.] VI. 6—9. § alapján. 


8. Tanulmányozzuk különféle profilok körüláramlását a konform leképzés módszeré- 
vel KorscHIN—KiBEL—RosE [T. 18.] VI. 10—12. § alapján. 
9. Tanulmányozzuk a  Zsukovszkij-féle szárnyprofil körüláramlását IKOTSCHIN — 


K1BEeL—RosE [T. 18.] VI. 13. §, ROTHE — OLLENDORF — POHLHAUSEN [M. 6.] II. B. 
10., 13. §, Aofinancknü [T. 48.] V. 46. § alapján. 

10. Ismerkedjünk meg a vékony szárnyak: elméletével KorTscHIN—KIBEL—RosE 
[T. 18.] VI. 14. §; Jofmancxkuft [T.48.] V. 47. §, Craos [T. 21.] alapján, 

11. Tanulmányozzuk a KÁRMÁN-féle örvényelméletet KOTSCHIN—KIBEL—RosE [T.18.] 


V. C. alapján. : (7 
12. Ismerkedjünk meg a rácselmélettel Kounn [T. 20. ], Crxos [T. 21. ] MI. alapján. 


B) A rugalmasság- III", A síkbeli rugalmasságtan kerület- 
tan síkfeladata érték-feladatai., 17. Az I"-ban, illetve a II"-ban meg- 
(B. rész) adott valós, illetve komplex formulák a rugalmasságtan sík- 


— —————— ] feladatának általános megoldását szolgáltatják. Ezzel szemben 
a gyakorlatban mindig konkrét, bizonyos feltételeket kielégítő partikuláris megoldásokra 
van szükség. Az ún. kerületérték-feladatok során a tartomány határára vonatkozó előírások, 
ún. kerületi feltételek alapján választjuk ki az általános meg- 
oldásba foglalt végtelen sok partikuláris megoldás közül az 
egyetlen alkalmast. : 

A síkbeli rugalmasságtan alapfeladatai a következő mó- 
,don fogalmazhatók: 

Első kerületérték-feladat. Meghatározandó a T tar- 
tomány rugalmas egyensúlya, a G határgörbén működő 
F (Xn, Yn) külső feszültségeloszlás ismeretében, 

Második kerületérték-feladat. Meghatározandó a T tar- 
tomány rugalmas egyensúlya a G határgörbe pontjainak 
w(u, v) elmozdulásai ismeretében. 

Vegyes kerületérték-feladatok is előfordulnak; ezeknél 
§ a G határgörbe egy részén a külső feszültség, másik részén 

131. ábra pedig az elmozdulás ismert. 
Bebizonyítható," hogy a fentebb megfogalmazott ke- 
rületérték-feladatok egyértelműen megoldhatók, ha egyáltalán van megoldásuk. 

27. Vizsgáljuk meg, hogy miként oldható meg az első és a második kerületérték-feladat 
a II"-ban bevezetett p(z) és x (2) — w(z) komplex potenciálok segítségével. Legyen a T 
tartomány egyelőre egyszeresen összefüggő, korlátos, s képezze egy G zárt Jordan-görbe 
belsejét (131. ábra). / j 

A második feladatnál a határfeltétel — a (32a) alapján — 


xp(t) — tp (2) — w(2g) — 2G [g.(2) 4 ig(2)] a ea) 


alakban írható, ahol Z a G pontjait, g1(7) és g2(7) pedig ezek előírt elmozdulás-komponenseit 
jelenti. Eszerint a második feladat megoldása a (37) határfeltételt kielégítő p(z) és y(2) 
komplex potenciálok megkeresését kívánja. 

Az első feladatnál a határfeltétel — a (35b) alapján — 


(grad U)G — C — e(f) -- fe(g) 4 pl) — C — f1(7) 3 i fe(2) (382) 


§ L. pl. MUSZHELISVILI 
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alakot ölt, ahol C tetszőleges állandó és 
P 


1.(2) - 1 f2(g) — i(G)  Fu(2) ds, (38b) 
A 


amely integrál az előírt Fn(C) — Xn (Z) 1 i Y) (Z) kerületértékek alapján kiszámítható. 
Eszerint az első feladat megoldása a (38a) határfeltételt kielégítő komplex potenciál meg- 
keresését kívánja. 
Kiegészítésül egy-két megjegyzést teszünk a p(z) és a y(z) határozottságával kapcso- 
latban, amelyről már a II" 47-ben is beszéltünk. : 
Adott elmozdulások esetén, vagyis a második feladatnál — a (34c)-vel összhangban — 
feltehetjük, hogy pl. 
p(0) — 0. (39a) 


Adott feszültségi állapot és a (38a)-val előírt C esetén a (33c) alatt említett gp(0), 
Im p"(0) és yw(0) értékek közül csak kettő írható elő, pl. 


p(0) — Im p"(0) — 0, (39b) 


amelyek a bi-et és az a-t határozzák meg, mert a harmadik állandó, a b, értéke már követ- 
kezik a (34a, b)-hez hasonló 


ögrad U — aiz -- b, 3 2(—ai) 1 b, — b; --b52— 0 (390) 


követelményből., 

3", Körülményesebb a szóban forgó kerületérték-feladatok megoldása olyan kétsze- 
szeresen összefüggő, korlátos T tartomány esetén, amelyet belülről egy g, kívülről egy G 
zárt (és egymást nem metsző) JORDAN-görbe ha- 
tárol. Tegyük fel, hogy a koordinátarendszer O 
origója a g görbe belsejébe, vagyis a T tartomá- 
nyon kívül esik (132. ábra 

Ez esetben a p(z) és a yw(z) komplex potenciá- 
lok, amelyek integrálok eredményeként adódnak, 
többértékűek is lehetnek. Vizsgáljuk meg e függ- 
vények többértékűségének jellegét ! 

KoLoszov (30a) alatt megismert 


X.-3-Yy-4Rep(z) — 


formulájából következik, hogy Re p"((z)-nek egy- 
értékűnek kell lennie, mert X, és Yy természe- 
tüknél fogva ilyenek. A P parciális deriváltjaiból 132. áb 

integrálással meghatározható 4 Im p"((z) — O har- MÉRSŐBR 

monikus társ viszont többértékű is lehet, amely- 

nek növekménye a T tartományban futó tetszőleges C zárt görbe minden egyes (pozitív 
értelmű) körüljárása alkalmával — a 2-r a alakú (valós) ciklikus állandó. Ezt tekintetbe 
véve, a 


p(z) — p"(2) — alnz — [po(2) -- 2kz ai] — [alng z 3- 2km ai] (40a) 


függvény egyértékű a T-ben, mert a p"(2) és a —aln z ciklikus állandója láthatóan csak 
előjelben különbözik, vagyis összegük zérus, A (40a) felhasználásával a p(z) — a p"(2)nek 
a T-ben futó tetszőleges C görbeív menti integrálása útján — a 


p(z) — of [ala z 4 ő(2)1 dz — a (zlnz — 2) 4 const -4 (C) f P(2) dz — 


— azlnz 3-blnz 3 p"(z2) — (az -- b) Ín z -- p?(2) (40b) 
245 
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alakban írható, ahol b a p(z) reziduuma a végtelenben (rendszerint komplex), p"(z) pedig 
(a p(2) LAURENT-sora összes ksZ — 1 indexű tagjainak integrálját, valamint a — a z -- const-t 
felölelő) egyértékű függvény. 
KoLoszov (30b) alatt megismert 
Y, — X, 3 2iXy — 2[z p"(2) 3 w(2)1 


formulájából, valamint e(z) most nyert kifejezéséből következik, hogy y"(2) egyértékű 
függvény, de integrálja 
w(z) — cln z 2 p"(2) (41) 


alakú többértékű függvény, ahol c a w"(2) reziduuma a végtelenben és pw?(2) egyértékű 
függvény. ms A 
Helyettesítsük be most p(2) és w(z) fentebbi kifejezését KoLoszov (32a) alatt meg- 
ismert 
: 13 pets sze Ete 
w-udiv: 36 [x p(z) — z p((2) — v(2)] 


formulájába. Minthogy a w — u 4- iv elmozdulás — természeténél fogva — egyértékű, 
ezért szükséges, hogy a 


w:udg iv — — [ore — z2p"7(2) — wr(2)] 4 [x(az 3 b) (Inr hip 4 2kxi) — 


—az(nr— ip — 2kxi)— az —c(lnr — ip — 2knÜ)]) (42a) 


kifejezés többértékű (ciklikus) része 
[laz bb) Haz c]:2kni— [64 Daz4(xb-Fo)]:2knxi— 0, (42b) 
következésképpen 


a—0 és xb3c—0 (42c) 

legyen. 
A b és a c kifejezhető a kétszeresen összefüggő T tartomány g belső határgörbéjére 
ható Fn külső feszültségeloszlás F eredővektorával, mégpedig — a (35a) értelmében — 


F — (g) Ő Fn ds — —i[grad úg — —i[92 5 2570) "a ő 


— —i[(az3b-—az—c]:27i— —27(b— o (43) 


módon, minthogy a p(2), p"(z) és w(z) kifejezésének csupán többértékű része szolgáltat 
zérustól különböző eredményt. Megjegyzendő, hogy az integrálásnál a g-t negatív érte- 
lemben kell körüljárni, mert a dn — —idseiz normális ez esetben mutat a g belsejébe, 
vagyis a T-ből kifelé. 

A (42c) és a (43) formulából következik, hogy 


F xF 


b — — —— ——, zi —— , 44. 
ETTE TE VÉSENÉ TT TETTÉT (44) 
Végül ezek felhasználásával a (40b), illetve a (41) így alakul: 
(z) — 808 ln z 4 p?(2), illetve (2) — sss ln z -- pw?t(z) (45) 
LALÉSZEMÉSGET ESÉST J6ÁSÁTBE Ve, azek) T 


ahol pt(z) és w"(z) egyértékű függvények, 
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e) MŰSZAKI ALKALMAZÁSOK 65) III" 


4. Lássuk végül  kerületérték-feladatainak 
megoldását olyan egyszeresen összefüggő, végtelen T 
tartomány esetén, amely egy g zárt Jordan-görbe 
külsejét képezi (133. ábra). Ez a 3/-ben tárgyalt 
esetnek határesete, midőn a G külső határgörbe 
egészen a végtelenben van. Tegyük fel, hogy a 
feszültségkomponensek korlátosak maradnak az 
egész T tartományban, beleértve a z — pontot is, 


Vizsgáljuk meg a p"(z) és a wt(z) egyértékű 
függvények magatartását a végtelenben, Egyelőre 
tételezzük fel, hogy 9w"(2) és w"(z) a végtelenben 
lényeges — szingularitással "rendelkeznek, azaz a 
z — co környezetére érvényes LAURENT-soruk 


-- es -k oo 
pt(2) — 2 anzn, illetve wf(z — S bnzn 
n7-—os n7-—o0 


alakú. Ezek és a (45) felhasználásával KoLoszov (30a) formulája 


sat Paál A dalos —11— 
X.Y 29970 -— sz [5 83) geza je 


Nzz. se 


- — EGY elte] cos ($ — 9) 3-2 baj n rn—1 . (an ellnm—D? 3- an ezitn— 1] 
xz(x4klr 18 jú: 


gazos 
alakot ölt. Minthogy — a feltétel értelmében — az X, -- Y, az ro oo esetében is kor- 
látos marad, ezért 

nz 2esetén an — an — 0. 


Eszerint p"(2)-nek a végtelenben csupán elsőrendű pólusa van, tehát LAURENT-sora vég- 
eredményben 


1 
pt(z) — 2 m2—-aztar— th — kh... Tz-t 94(2) (46) 


alakú, ahol a, — TD — T, 4-i Tr; és 9 (2) az — co pont környezetében reguláris függ- 
vény. 


8 Hasonló megoldással nyerjük — KoLoszov (30b) formulájával kapcsolatban —, 
ogy a 
os 
w""(2) öss 8. n bn rn—1 ei(n—2)n 
n7-— oo 


LAURENT-sor n — 2 indexű együtthatói szintén zérusok, tehát a w"(2) LAURENT-sora vég- 
eredményben a g"(2)-éhez hasonló, vagyis 


L beg be 
wt(z) — Z int bztbt——t—t...54zt val) (47) 
2 


n5- os 


alakú, ahol bi — 4 — 41 -- i 42, és po(z) a z — co pont környezetében reguláris függ- 
vény. 
A (46) és a (47) figyelembevételével a (45) formulák 


lnz 4 Iz 4 94(2), 


FA 
LÜKE ETETETT 
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illetve 


zF 
w(z) — TE ÉTÉ nk — Inz 3 4z 1 vw,(2) (48) 


alakot öltenek. j . 
A 2-ben mondottak alapján — a feszültségi állapot befolyásolása nélkül — a 
ps(20) dosz 0, w,(o0) ml b, 70 
értékkel számolhatunk. . . 
A T,, At és 4; értékeket a z — co pontbeli feszültségi állapot előírása alapján hatá- 
rozhatjuk meg. Ha XxE E és XI módon jelöljük a z — cc pontbeli előírt feszültség- 


komponenseket, akkor — KOLoSsZOv többször idézett formulái alapján — írhatjuk, 
hogy 
XE94 YE) — lim 2[9(2) 4 971—21T34P1—-ar (49a) 
ZO 00 


Y69 — XE 3 2i XCI — lim 2 (z p"(2) — w(2)] — 
26 00 


— 24 — 24, 4 124, — el "[Y§6? — xfI, 
ahol X£, Y$69 a végtelenbeli főfeszültségek, és a az XS" hajlásszöge az x tengelyhez 
képest." 
Ebből a keresett együtthatók 


1 3 új . 
TT. — — 7 (E k YE), 4. — a — Xf), 4, - XE (49b) 


alakban adódnak, 
Szembetűnő, hogy. /, nem befolyásolja a végtelenbeli feszültségi állapotot: Ezzel 
szemben 72 kapcsolatos az ottani alakváltozással, mégpedig a csavarással. A csavarási 


szögváltozás ugyanis általában — a (31a) és a (24a) alapján, valamint a merev elmozdulást 
figyelmen kívül hagyva — 


9v 0 k (őg op k 9g 
Ai -: (a 5) 7 za lö megn" ai GO x 
iz E Im (2) — e FELZEET (50a) 
a végtelenben pedig 
(20) — sz Im Him (2) ] sz a Imr — si VAN (50b) 
ahonnan 
T, — Zeke e(c0), (50c) 
Ji k 
Végül a (48,) (49b) és (50c) figyelembevételével az elmozdulás 
w-nkiv——; bep(z) — 2 772) — v(2)] — 
F si tsz s g 
TÜNETET SET EKET EST SET osá KOZÁK ááá A 2-4 Ez 
F 88 
7 In22-4-(D—-I)z2z—4zt. (31a) 


— 2z(e. S3 1) 


$ L. pl. Sneddon— Berry 156]. 
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módon alakul, ahol 


1 2G 1 
F— X3iY,D——(X6)- Yt) 3i— ete), 4— —(Yt9)— XE-)) ki Xo) 
4. x y k g y x a (51b) 


a . .. pedig azon tagokat jelöli, amelyek a z 5 co határátmenetnél korlátosak maradnak. 
Eredményünk szerint a végtelenbeli elmozdulás általában nem korlátos. 


IV". Formulák ortogonális görbe vonalú koordinátákkal. 
1. Az (A. rész) II"-ben megismert komplex alapegyenletek konkrét alkalmazásai során 
gyakran válik célszerűvé kifejezésük egy olyan §, n ertogonális koordinátarendszerben, 
amelyet valamely 


z — u((), [z — x 1 iy, Tt -é hin ay (€) 7 0] (52) 
konform leképzés határoz meg a z síkon, a € sík § — Cés ny — C ortogonális egyenessere- 
gének konform képeként. 

Jelölje n — ela az az (C -- i )) görbe egységnormálisát a P( — ) z — x -- iv pontban, 


til 3 aes 
ta eset 2) pedig ugyanott az w (£ -- iC) görbéét, mégpedig a növekvő 7, ill. £ érté- 
keknek megfelelő irányítással. Minthogy a feszültségkomponensek tenzort képeznekt, a 
P-beli F) és F; feszültségvektorok Xn, Yn — X/, Y, komponensei az nPt koordinátarend- 
szerben így alakulnak:"" 


Xn — Xx cos? a 3- Y) sin? a 3 2Xy sin a cos a, (53a) 
Yi — X, sin? a 4 Y, cos? a — 2Xy sin a cos a, (53b) 
X; — — Xxsin a cos a 4 Yysin xcos a -- Xy (cos? x — sin? o). (530) 


Könnyen ellenőrízhető, hogy a P-beli feszültségkomponensek KOLOSZOv-féle kombinációinak 
az nPt, ill. az xOy koordinátarendszerbeli alakjai között az 


Zn t Yt — Xx-k Yy, (54a) 


Xn — Yi 2IX, — er2ia (X. — Y)EDIXY) (54b) 
összefüggés áll fenn. 
Az említett görbe koordinátavonalak ívelemvektorai a P pontban 
—— dzn — g(C) dE(— dsan), — dzr — w(t) id n (— dsr2), 
ahol h (55a-d) 
oy(C) — Aeiz, s így AZ — [ay(€) 12 — av(t) a (€),  e—ia — ő; 


Ezek figyelembevételével, valamint az n, t indexeknek a görbe koordinátavonalakra utaló é, 
n indexekkel való felcserélésével, az előbbi feszültségformulák így alakulnak; 


X.3Y,— X, 3 Vy, (56a) 
Biza VÉ ÁCÁE E E ea rt Hl (éb) 
llaaz Vis elá ) él MEEKOTT x y EENYIS 
VEL Áe VES e e ÁST, (56c) 
a (7 


A P pontbeli w elmozdulásvektor komponenseit az xOy és a § P 9 koordinátarendszer- 
ben u, v, ill. us, v. módon jelölve, köztük nyilvánvalóan a 


w — uz - iv, — e-is (u - iv) (67) 


összefüggés áll fenn. 


a at L. pl. a sorozat B. I—II— III. kötetében, a 4. §. c) :) helyen! 
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Vonatkoztassuk most a KoLoSZOV-féle formulákban szereplő g(z) és w(z) komplex 
potenciált a ( síkra, a z — w (t) leképző függvény segítségével, mégpedig a 


9(2) — pI0(0] — vol), w(2) — vle(€)1 — vol (58a,b) 
p (2) — 8(2) — D.(0), w(2) — F(2)— Fe) (580,d) 


jelölésekkel. Ezek és az előzők felhasználásával KOLoSZOv feszültség- és elmozdulásformulái 
eképpen alakulnak: 


X.-- Y, — 2 [D.(C) -- B. (0)] — 4Re 9.(X), (59a) 
Y, — Xs 2iX, — éa To) 2-7) -- wit) P (Ő), . (59b) 
(7) 8 
He fa mm E) CID ASE ea éb8 
9 — ap vm zer egi [7 900 — e s] (590) 


lévén a láncszabály szerint w(2) — po(i): a(C), s.i.t. 
27. Tekintsük ezután a € sikon — a € — o ei? polárkoordinátás alakkal kapcsolatban 
— a o — const körsereget és a reá ortogonális 8 — const sugársort, valamint a z síkon a 
z — w(t) [e (0) 520] konform leképzéssel létesített képgörbeseregüket, mint görbe- 
vonalú ortogonális koordinátarendszert. AP (—) z — x 3- iv ponton áthaladó képgörbék 
ottani ívelemvektorai nyilván 
s, td , ta 
dz, — ds, ei — w(€) do ei?, dz; — dsve (e zi 7) — w(€) e doc it 7) (60a-c) 
alakúak, ahonnan 
ds 2 Ze ag 0. SB 
ds ha" (€)I o A 
A fentebbi formulákból o, 9 koordinátás analógonjukat egyszerűen úgy kapjuk, hogy ben- 


nük az eiz — w(C)/Iw"(C)I kifejezést az ei most nyert kifejezésével helyettesítjük. Így 
adódnak MUSZHELISVILI alábbi formulái: 


— el? : ela — ei(at0) , 


X.Y; —2[5.(0 - 2.0, (61a) 
vTsszegtéktesén ő 
Y) — X, 1- 2iX; — —— [D(C) BIE) -k we) PC], (61b) 
ei" (7) 
w— ug 4 iv — za ele Lá 6]: (610) 
2Gelw"(ő)I ay (C) 


Ha speciálisan, z — w (7) — € ( — gel?) és w(f) — 1, akkor e formulák átmennek az 
eredeti (KOLoszOov-féle) formulák alábbi polárkoordinátás változatába: 


X, 4 Yo, — 2[D(2) -- 920], (62a) 
Y, — X, 4 2iX, — 2etiv [7 $"(2) 3- v(2)], (62b) 
—iD FESZTSSER 
w — up 4 iv — 5 [/9(2 — 276 —vü]. (620) 


A fentebbiek szemléltetésére most egy-két példát mutatunk be, 
3. Vizsgáljuk először azon 
aslz] Eb 
körgyűr ű alakú lemez (tárcsa) egyensúlyát, amely kerületén a) egyenletesen megoszló 
érintőleges terhelésre és 8) állandó nyomásra van igénybe véve. 


7 
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Kivonva a (62b)-t a (62a)-ból és eti? — z/z figyelembevételével írható, hogy 


X.— ix; — p(2) 4 FT — zg(2— Íw2. (633) 
Zz 


Minthogy esetünkben a belső Iz] — a határkör menti feszültségeloszlás F eredője (a kör- 
szimmetria miatt) zérus, íly módon — a (45) formulából következőleg — 


9(2) — p"(2) és y (2) — w"(2), 
s így p(2) és yw(z) egyaránt egyértékű, reguláris függvény a T körgyűrűtartományban, Ezzel 
szemben a Iz] — a kör menti M eredő nyomaték nem tűnik el, hanem — a (36b) formula 
alkalmazásával, valamint g(2) és w(z) — y(2) egyértékűségének figyelembevételével — 


M — Re [7(2) ]4 — const (sZ 0) ; 


ugyanez áll alz] — b külső határkörre is. E kerületi feltétel a 
y(2) — Clnz — (C, - iC,) (Inr -- i 9) (63b) 
függvénnyel elégíthető ki; ui. ezzel 
A VET TÁSA Tá 
M-Re [2], sz [duln r — C, (4 Han sz 


— [C; (ln a — In a) — C, (a 3 27 — e] — —27C,. 


Ugyanez érvényes a T-ben elhelyezkedő és az O origót körülvevő valamennyi zárt görbére. 
Függvényünk 


c 


x (2) — v(z) — 7 (C — C, - iC,) 
deriváltja nyilván egyértékű, reguláris a-T körgyűrűben. Ha feltesszük, hogy 
9(2—0 és C) —0, (63c) 


akkor ezzel egyrészt kielégítjük az a) kerületi feltételt, másrészt a fentebbi formulákbór 
az következik, hogy 
iM d iM 
w(z) — — öz" XX — ix; — — 
nzz 


. 


2azz 
A (62a) egyenlet felhasználásával azt kapjuk továbbá a feszültségkomponensekre, hogy 
M 


X. 7-5 Y.—0 és BEj-tas zza (63d) 
A (62c) formula alapján az elmozdulásvektor most 
w — u, -t iv, — — z pv(z) — ds 
2 Gz 4z Go 
alakra egyszerűsödik, az elmozduláskomponensek tehát 
4-0 és v; — e (63e) 


módon alakulnak, 
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A B) kerületi feltétel kielégítése céljából szükséges, hogy M — 0 iegyen (miként koráb- 
ban X— Y — 0 volt), s vele együtt C, — Im C — —M/27 — 0 szintén. Kell tehát, 
Cs ReC — Ci, sígy 


(9) 


1 


v(z) — (64a) 


u] 


legyen. Bevezetve még a 
g(2) — Az (Im A — 0) (64b) 
függvényt, bizonyára nem sértjük meg a szóban forgó feltételt. Ez esetben két valós állandót, 


a Cvret és az A-t kell kifejeznünk alz] — aés]z]j — b kör menti pa, ill. p, nyornás segít- 
ségével. Behelyettesítve az előbbi függvényeket a (62a)-ba és a (63a)-ba, az 


c 
X 244], . YyY-24——, X50 
9? 


formulákat kapjuk, amelyekből — az 
X.(aei) — —pa és X.(bei?) — —pp 
feltételek alapján — az alábbi végformulákat kapjuk a feszültségkomponensekre : 


67 ea ÜSS DVB DV(BE BO szg a BT ee 70 Pa) 
9 b? — az (b? — a?)o? t b? — a? (b2 — a) o? bő 


Ugyancsak egyszerűen nyerhetők — a (64a, b) komplex potenciáloknak a (62c)-be való 
behelyettesítése útján — az alábbi elmozduláskomponensek : 


a ht — D Vat — pb?) ab (pa — Dv) 


4. (b2 — a?) 77 2u(b? — a?)ol 


Nem xehéz belátni, hogy ha a fenti A együttható komplex lenne, akkor a feszültségkompo- 
nensek és a radiális elmozduláskomponens nem változnának, és csupán tiszta forgásró! 
beszélhetnénk. 

4. További példaként tanulmányozzuk az elliptikus nyílással ellátott cs 
végtelennek tekinthető lemez egyensúlyát, feltéve, hogy x) (végtelenbelinek tekintett) külső 
peremén egyenletesen megoszló S húzó (nyújtó) igénybevétel érvényesül, és 6) belső. 
elliptikus (a, 5 b, féltengelyű) pereme pedig feszülségmentes. 


Vezessünk be elliptikus koordinátákat a 


DD — 0. (65c,d) 


0 


z sz w(0) —ccht (Imc— 0, 2—-x-tiv, €— d Hi) (66a 
reguláris komplex függvény, ill. a megfelelő 
Xx sz céhé €0S 1, ya cské sin 7 (66b) 


harmonikus valós függvényrendszer útján. Ekkor a z síkon jelentkező £ — const és 9 — consi 
koordinátavonalak képgörbéi 


Xx- y A x y" 
ee ee ee az ül KÉST 
cch?é  őshté c? cos? 9 césinn 


S (660) 
(a—cché, b—cshé, VK —t? — c; a — ccos ny, Bb—csinn VéÉTB — c) 
egyenletű konfokális ellipszisek és hiperbolák; ezek egymásnak ortogonális trajektóriái. 


Az elliptikus nyílás adott (a, — bo) féltengelyei 


SELRELE a, 
cchég — ag, cshég — bo, azaz c — [dd — 23, 8, — arch-T 
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módon határozzák meg a c, £, állandókat. Tegyünk még említést az ellipszissereg 


c 
€ S 7-1 oo esetén boa 57 ef (oO 7- co) (körhöz tartó) 


2 


sajátságáról, valamint a hiperbolasereg y — xtg 7) aszimptótaseregéről. Figyelemre méltó 
továbbá, hogy az x, y helyzetkoordináták 7-ban mutatkozó (27 mértékű) periodicitása 
[vagyis pl. a z (é, n)) — z(é, ) 3 27) egyezés] megköveteli a feszültség- és elmozdu ás- 
komponensek hasonló periodicitását [vagyis pl. a w(é, n) — w(é, n 4- 27) elmozdulás- 
egyezést], folytonosságuk (vagyis a lokális ugrás kizárása) érdekében, Végül említsük meg 
leképző függvényünk 


; A s sh- 
z — w(0) — cshf — c(shé cos nt ichésin 9) — Acts [ta he cz] ig 
s 

deriváltját, megjegyezve, hogy w(t) 27 0, s így a leképzés valóban mindenütt konform, 
a fé (£,n) — z (0,kx) — -- c fókuszpontok kivételével (ezek— a nyílásba esvén — érdek- 
telenek). 

Visszatérve az a) — 6) kerületi feltételekre, írható a külső (végtelenben levőnek tekin- 
tett) és a belső (elliptikus) peremre nézve, hogy 


XE9 — lím Xe(és n) - Vass — lim Yy(6 7) s. 198 64 ad 2) 
§— too §-. hos 
illetve (67a,b) 
Xeléo, n) — 2 (89, 0) — 0. £4t.ad 8) 


A KoLoszov-formulák szerint az a) feltételt nyilván csak olyan €gI([z(0)] — €o (0), 
wIz(C)] — wo (CG) összetett komplex potenciálfüggvények elégítik ki, amelyekre külső 
függvényeire vonatkozólag ; 

4lim Re p"(2) — X£9 -4.Y6" — 25, 

2-0 


valamint t : (67c,d) 
2lim [z 97(2) 4 w(2)] — VC? — XE) 3- 2IXC) — SS 4 2i.0 — 0; 


(esetünkben a belső függvény nyilván a fentebb vizsgált z — w(€) — cchC, és mint lát- 
tuk, Z 5 oo, ha £ — ReC 5 -- 00). Az előbbi és fentebb említett periodicitási követel- 
ményeknek megfelel pl. Bshnf, Bch nt, BE (n — egész, B — const). 


Válasszuk közülük pl. a po(€) — Bc sh-t, vagyis a 


92) —BV2—e  ésafenti  2—o()—ccht (68a) 
függvériyekből összetett komplex potenciálfüggvényt ! Ekkor írható, hogy (68b) 
B Bcch A 
(2) a ez agátojna Óz S Benő dit ej Bs 
Ve 9 csh- 27-00 

(009) 
Íly módon a (67c) feltétel kielégítő függvényünkről 
Sz 
4 lim Re (2) — 4B — 25S, azaz p"(zz) — — — 
szett (2) , 9" (2) se 


$ Figyelembe veendő, hogy 


(eb) cefrtim e(cos [71 Fk isin m) — e? (cosm — isin m) — §—in — e s ezért e bármely racio- 
nális kifejezésére (pl. sh (-ra, eth (-ra stb.) igaz, hogy 


Rte) — R (e). 
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következésképpen végső alakja 


S S 
p(z2) — yz Eg zés - Vecn Eg e sh€ — go(t). 
Minthogy 


S Vz2 — c — 22/ V2-e Sc moj 
d —m— —— —— e , , —— ————— —— — , —  —,, — — ————— me ekséss 68 
p"(2) 2 ze 2(z? — c?)3? 2c sh8é " (880), 
komplex potenciálunk a (67d) feltétel szempontjából is megfelelő, lévén 
—-— S 195 cht 
ehen Ez mem [ff 
2c sh3 ( 2 TESB sh? 7 


A második komplex potenciálnak próbáljuk a 


. 


lim ze"(2) —limcchő- 


7- oc C 


xo(t) — Be t— Be? ar ch 7. — x(2) (69a) 

függvényt választani. Deriváltjai: 
KEGYES ag BE Lt mosta na e: intem Bch- 

(2) — vl2 — net 9—-v2- [a ]l70-— Sze 699 
Függvényünk a (67d) feltétel kiegészítésére is alkalmas, lévén : 

; ch- 

1 "(2) — — Blim ——- — 0, 

esztkdábsás 2 shöt 


Hátra van még a (67b) kerületi feltétel figyelembevétele, A fentebb próbaképpen 
bevezetett két komplex potenciál e szempontból is megfelelő lesz, sőt általa lehetővé 
válik majd a még ismeretlen B állandó meghatározása. Felírva ugyanis — a (63a) alapján — 
az esetünkre konkrétizált 

X, — iXg— w(2) -k 9(2) — ete [9"(2) 4 p(2)] — 
-3(5 8) zel. chi B ht 
("2 (sht: eshe: "ShTA2 gpg iz] 7 
1 S 
Md OSB Te 
sh?űshi!2 


hös 4D-kehfl-Behzj 


formulát és meggondolva, hogy az elliptikus nyílás peremére nézvea$— 4, pw 


— 28, és t, — 28) — TC, végül a belső peremfeszültségre — a (67b) értelmében — az 
; 1 S 
(övé Ég geeez Ez s [z (Sh €, sh2 £, -- echt, ch2 €, — sh Co sh2 8) 4- B ch to] za 
sh? Ca sh Co? 2 
h S 
BE MESÉL TR (Z ch2 8, B) 20 
sh? Coshi, 2 


egyenlet adódik s belőle az ismeretlen állandóra B — —§S ch 2 £,/2. Ezzel komplex poten- 
ciáljainkat most már teljes mértékben meghatároztuk, nevezetesen 


Tára VEZE AN 


Scch2éő, 
2 


2 
ar ch ÖS - s G sx(0) s (70a,b) 
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E komplex potenciálokat csak akkor tekinthetjük kerületérték-feladatunk végleges 
megoldásának, ha a velük képzésre kerülő elmozdulásvektor eleget tesz a korábban már 
említett periodicitási, ill. folytonossági követelménynek. Ellenőrzésére — KOLosZOov (59c) 
formulája alapján, de az x, y tengellyel párhuzamos elmozduláskomponensekkel — írhatjuk, 
hogy 


1 öö eeznrt e á 
— a 4 iv ——[/ 00) — S 0 — — (0) ] — 
9-ar vesz [/0-55 0-0] 
szi 2 
— sg [/ nt — Fent enm 4 ESA] . (1) 


Minthogy a € — £ 3- i 9 hiperbolikus függvényei n-ban (T — 27 mértékkel) periodikusak, 
továbbá a z — w(() helyfüggvény és a w — w(C) elmozdulásfüggvény egyaránt ilyenekből 
épül fel, ezért nyilvánvalóan 


v(0) —ow(t 32 zi) és w(t) — wít -- 2 zi). 


úr mileb a (70a, b) komplex potenciálok valóban problémánk végleges megoldását szol- 
gáltatják. j 

Befejezésül állapítsuk meg az elliptikus nyílás peremén (érintőlegesen) ható Y7 (húzó- 
nyomó) feszültségeket, figyelembe véve, hogy — a (67b) kerületi feltétel értelmében — 
(hasonló irányú) X,, (csúsztató) feszültségek és (normális irányú) X: (húzó-nyomó) feszült- 
ségek ott nem ébrednek. A normálfeszültségek összege a lemez belsejében — a megfelelő 
KOLOSZOV-formula és a (68b) felhasználásával — 


eée-te-rt e — ert 
de—e-t $-g] 


X:-4 Y, — 4Re p(2) — 25Rectht — 25 Re (Z a zéséss 


A sh28—isin 297 2Ssh2eE 


— 25 Re —————— ——  — —————  —, (72a) 
ch28— cos2n ch2é —cos 29 
az elliptikus peremen pedig 
2Ssh2E 
Vg Eset Va éle és Y, (om). (27b) 


ch2ő — cos2 7 


Az Yo feszültségek maximuma a z — -- a nagytengelyvégeken, minimuma a z — - ib 
kistengelyvégeken lép fel, lévén 


0 
Y.(ia, 0 —Y, [do 


TT 


2Ssh2é, a 
s Sas y, 
Ja 1-1 7255 — max Y.(, 
25 sh 28, 


pr d 
v020 — Viz 7) asz ri 
BE: d tsa; : ei ) 


b 
25 — — min Y no (7; 
a 
ahol 
aszcchf5sb—cshé, ő — a? — B, 
2ab a: 3- b 
sh 2£, —— , ch 28, — — —. 
c? a? — hb 


Az elliptikus perem YI, igénybevétele annál egyenlőtlenebb, minél nagyobb a 0/a tengely- 
viszony, lévén 
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V""Poligonkülsők leképzése egységkörbe. 1. A IV"-ban a 
z — wo(O [2Z—x-iy— reiv, T — € 3 in — o ei?, w(C) — Aero 0] 


konform leképzést csupán a € sík § — const, ) — const merőleges egyenesseregének vagy 
a e — const, Ü — const merőleges kör-, ill. sugárseregének stb. a z síkon megfelelő orto- 
gonális, görbe koordinátavonal-hálózatok szempontjából vizsgáltuk és alkalmaztuk, a 
KOLOSZOV MUSZHELISVIL1-féle formulákkal kapcsolatban. Természetesen, konkrét esetben 
a z — w(i) leképző függvényt úgy igyekeztünk megválasztani, hogy az említett görbe 
koordinátavonal-hálózatok valamelyike magába foglalja a lemez, a rúdkeresztmetszet 
peremgörbéjét (pl. a IV"4-ben az a,, ba féltengelyű ellipszist), vagy peremgörbéit (pl. a 
IV"3"-ben az a,b sugarú koncentrikus körpárt). 


A végtelen kiterjedésű és nyílással gyengített síklemezek kerületérték-feladatainak 
komplex potenciálokkal való tárgyalásánál a z — w(t) leképző függvényekkel szemben 
rendszerint a fentieken túlmenő igényeket is támasztunk. Nevezetesen szokásossá vált 
olyan z — w(i() függvény bevezetése és alkalmazása, amely (a lemezt képviselő) z síknak 
(a nyílás peremét képviselő) g zárt JORDAN-görbéjét és 7 külsejét a € sík a — el? egység- 
körének, 111. külsejének (vagy belsejének) konform képeként" állítja elő, vagyis 


g: 2—we(o) (o —ev 0sSsú a 2 m), ill. 
T: 2—- of) (ICi3L ot :40).) (3) 


E tény főként azért jelentős, mert így a konform leképzés elméletét és (pontos, ill. közelítő) 
módszereit széles fronton felvonultathatjuk az adott kerületérték-problémá megoldásának 
támogatására. Az ilyen leképzés másrészt azt is jelenti, hogy a különféle nyilású végtelen 
síklemez kerületérték-problémáit visszavezetjük — ilyen vagy olyan kerületi feltételek 
mellett — az egységkör nyílású lemez problémáira. 

A (73) szerinti leképző függvény esetén a kerületi feltételek — (38a) értelemszerű 
alkalmazásával — a 


(ej esz 3 
(grad U)s — 99(0) -- szt 90(9) 4 w(o) — f1(9) -- ife(o) c (74a) 
w (ao 
alakban, a KOLOSZOV — MUSZHELISVILI-formulák pedig a (61a-c) szerinti 
2 


St 27 Best 
X.-t Yo, —2[D. 1 SD], Yo — X, -- 2iX.— EZ) [or De) 4 at) VO, 


(74b-d) 
16 e teto w(8) ezüs 
j w — u, hiv; — sözretöT[7 Polt) — 2ö po(t) — 5] 
za a 90 vá) 
Po(C) — [ol vol?) — w [et], Bo(€) — (2)? Folt) — kN 


alakban jelentkeznek. 


. , Mint később látni fogjuk (és indokoljuk), a (72) leképző függvényt (a It] 2 1 egység- 
körbelsőből a 7-re) a 


t! 
2 ele [tat k ett... entn] (ez — ?) (75a) 


" A konformitás — mint később látni fogjuk — egyes cz kerületi pontokban megszűnhet, o" 
(5x) — 0 miatt. 
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alakban keressük majd. Ezt figyelembe véve, a kerületértékproblémánknak a (48) szerint 
megfelelő komplex potenciálok"? (az egységkörbelsőben) 


F er 
po(t) — -- 30 1) mit -p WZ TF Pxolt) s 


4 
való) — lnZ -k s 7 vzolÓ) (75b) 


— "27 I) 


F-X4iY— (grands, E EE NE ÉN KÖ 


4— 41 4 ida, valt) — Dant, val — 5 Antr] 


nz0 n:0 


alakot öltenek. Behelyettesítve e potenciálok 9o(0), wo(o) kerületi kifejezését (végtelen 
sor alakjában) a (74a) formulába, és rendezés után egyeztetve a két oldal megfelelő együtt- 
hatóit, az így nyert algebrai egyenletek megoldása útján megállapítbatjuk a 9p,o(C), vxolC) 
függvények cn, Pn együtthatóinak értékét. 

Sajnos, ez az eljárás csak egyszerűbb esetekben alkalmazható. Általánosabb esetekben 
lényegésen bonyolultabb és kényelmetlenebb utat kell járni. Nevezetesen, MUSZHELISVILI 
megmutatta (HARNAK tételének felhasználásával), hogy a (74a) kerületi feltételek az alábbi 
függvényegyenletekkel helyettesítendők: 


1 w(o) p.,(9) új 97 208 f9(0) -- if9(0) 
VAD E ZS Pa 7 een Oga DE 7e 
(76a,b) 
Lp 0(0) 940) L 6 f9(9) — if3 (0) 
er $ FOTBOJETBEZY AGE 18 MILEST OEENÉ E 


ahol az fo) -- if2(9)-val a po(t), volt) függvényekre vonatkozó kerületi feltételeket vesszük 
figyziembe, eképpen: 


? aa 
f0(0) 4 if3(0) — fi(0) -- felo) — —— In a — E — 


w(o) ! F 
w (o) L27(1 4 x) 


ugyanennek a konjugáltja szerepel a (76b)-ben. Feltűnő a (76a, b) formulákban a CAUCnY- 
förmula ismételt fellépése, különböző függvényekkel kapcsolatban. 

Meg lehet mutatni, hogy racionális z — w(C) függvény esetén a (76a) egyenletből a 
Pxo(t), a (76b)-ből pedig a w,og(C) méghatározható. Ezzel szemben nem racionális z — w(C) 
esetén a (76a,b) egyenletrendszer ún. FREDHOLM-típusú integrálegyenletre? vezethető vissza, 

Az így nyert 0,o(C), vgo(t) függvényeket behelyettesítve a (75b)-be, végleges alakban 
kapjuk a po(C), wolt) függvényeket, a végtelenben adott feszültségi állapot esetére [1. 
a (49—50) formulákat]. Ez utóbbiak, valamint az adott nyílásformának megfelelő (ti), 
leképző függvény — a (74b,c) formula útján — meghatározza a T-beli feszültségeloszlást, 
mégpedig az w(i) által megszabott görbe vonalú, ortogonális koordinátarendszerre vonat- 
koztatva. Ezzel befejeztük az első kerületérték-feladat megoldásának áttekintését. 

2". Térjünk vissza a z sík g zárt JORDAN-görbéjét és külsejét a€ sík o — ei? egység- 
körére, ill. külsejére (vagy belsejére) konformul leképező z — w(i) függvényre! Ha a nyílás 


a — Pi ot[— 47 03 


€r Az [(] —1 miatt In o (2 smnz- — In ( -k const, 


$§ L. pl. sorozatunk C. III. kötetében! 
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x peremgörbéje szakaszonként sima (vagyis szakaszonként folytonosan változó és el nem 
tűnő érintővektorral rendelkezik) , akkor egyértelműen és folytonosan képződik le a c egység- 
körre.?) A gyakorlat szempontjából első sorban érdekes g görbék (négyzet, négyszög, 
háromszög, sokszög stb.) egyenes szakaszokból állnak, s így a csúcspontok kivételével, 
vagyis oldalanként sima görbét alkotnak, a fentebbi igénynek megfelelően. 


A konform leképzés elmélete? biztosítja ugyan olyan z — w(t) függvény létezését, 
amely az említett sajátságú g görbe külsejét konformul, az egységkör külsejébe (vagy belse- 
jébe) képezi le, viszont nem ad útmutatást az adott g-nek megfelelő w(t) függvény tényleges 
meghatározására. Ilyen körülmények között az alkalmas leképző függvény felkutatása igen 
nehéz feladat. Gyakran még az w(Z) ismerete sem szünteti meg a nehézségeket, mert az 
w(t) rendszerint bonyolult analitikus kifejezés, amelyet — számítási nehézségek miatt — 
közelítő alakban kell előállítani és használni. Ez a magyarázata annak, hogy újabban erősen 
kifejlődtek a konform leképzés különféle közelítő módszerei."t Egyébként olykor fordítva 
is eljárunk, megvizsgálva egyes reguláris függvényeknél, hogy az egységkörnek és külse- 
jének (vagy belsejének) milyen leképzését valósítják meg. 


A sokszög alakú nyílás gyakorlati esetében kiemelkedő szerepet játszik az ismert 
SCHWARZ—COHRISTOFFEL-féle integrálttt, amely megállapítja pl. a poligonkülsőt konform 
módon pl. az egységkörkülsőbe leképző függvényt, eképpen: 


. 


: d 
w(t) — C, J (E — aa a (E — ajá sa. (E — apja 13; 
1 


pu : 
e. ay an 
aj h-gk-gjv ebe s ta 


1 


4 


-- C, — 


(77) 


ahol ax — eifra zx — w(ak) poligoncsúcspont képpontja, [Zp! C oo, [0] z 1, ax a poligon 
külső szögének 3-ed része a zx csúcspontnál, és n-szög esetén nyilván az -k ce -k . . . 4 ap — 
— n - 2, végül C; és C;, (pl. as, a2, as megválasztása után) a feladat feltételeiből (ponto- 
sabban a poligon nagyságából és helyzetéből) meghatározható állandó. Megjegyzendő, 
hogy 7 0 7) függvény megszabta leképzés konformitása az ax pontokban megszűnik, mert 
ott w (ap) — ; 


A € — o0 pont közelében (vagyis [7] 5 N esetén) az integrálandó és vele együtt az 
integrál is végtelen sor alakjában állítható elő a következőképpen: 


Te 


wv(t) — af Tiz jos Ej] dt 4 C, 


izmot ] § 
[68 


ri 


n oc a 
— cs[8— ac. 5 (Dex es ír: (78a) 
ks1 izzl 57 


célszerűen zérussá téve az állandó tagot. Az e; együtthatók — mint az cx és ay számok 
racionális kifejezései — konkrét esetben szintén kiszámításra kerülnek, Egyszeresen össze- 
") V. ö. a 2. §. t (8)-val! 
X és tt L., pl. Kantorovics— Krülov (58]) 
tr Vö. a 4.§ b) ö) III"-kal! 
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függő tartománynak hasonlóra való leképzése érdekében — beláthatóan — szükséges (és 
elegendő), hogy az előbbi eredményben az In Z együtthatója, vagyis, 


(az — Da; HF (ez — Day ker. b (en —Dan sz 0 (78b) 
legyen. Ennek figyelembevételével a (78a) az 
ez 
Hz 
alakra egyszerűsödik, és megadja az egységkörkülső konform leképzését a poligonnyilású 
végtelen T tartományt (a hatványsor számításba vett tagjai számától függően) többé vagy 


kevésbé megközelítő T" tartományra. Megjegyzendő, hogy a (78c)-ből inverzióval (C he- 
lyett 1/7 írásával)" nyert 


o) -a[tr5 teetteee] (78c) 


1 A 
ac [—ratkatroskerttr..d]) (78d) 


függvény az egységkörbelsőnek a T-re (i S oo), ill. a TY-ra (i — n) való konform leképzését 
szolgáltatja, összhangban a (75a)-nál tett előzetes megjegyzéssel. 
3". Példaképpen tárgyaljuk a szabályos n -szögkülső konform leképzését az egységkör- 


4 (5) ; üz 1 
belsőre. A zxk — re 1" (k — 0,1,... n —1) csúcspontok ax — e " képpontjait (az 
egységkörön) úgy választhatjuk, hogy az n-szög a — 1/n oldal-kerület viszonya az egység- 
köríven is tükröződjék, Alkalmas elforgatással mindig elérhető továbbá, hogy a z, csúcs- 
pont képe éppen az az — 1 egységkörpont legyen. Az ai, a2, as egységkörpontok ilyen 
értelmű szabad megválasztásával egyszersmind a többi a,,. . . an képpontokat is meghatá- 
roztuk; írható tehát, hogy 


27 4 (21—1 )z 


A szabályos n-szög (megegyező) külső szögeinek -r-ed része nyilván 
sz 2) 7 


01 — az -dzy — , . . —. On 5; 


2 
:tzzsz 173 —, 

n 
A (72) integrál tehát esetünkben így alakul: 


€ 
in 2 sz 92 2(1—Dr J2 gy 
a — c [7-0 Flr-e JF.-.[—e § Te 


1 


Az integrálandót — a (78a) szerint — sorba fejtve és tagonként integrálva, majd az n -szög- 
külső és az egységkörkülső egyszeres összefüggéségét — a (78b) szerint — figyelembe véve, 
végül az így nyert (78c) alakú formulában inverzióképpen C helyett 1/€-t írva, az alábbi, 
(784) alakú leképző függvényt kapjuk, a poligonkülső és az egységkörbelső viszonylatában: 


Ág 1 2 n—-2 ni (1—2)(2n— 2) an, 
0(€) — Ci [7 ERRE TESZ 52 -ees age ls 
rel sek Sas me esse E esek I elámd 1—éot- SZÉK 
12n! (án — 1) 60n5 (5n — 1) ktélz 
(n— 3, 4, 5; g: 2 — w(o) — w (ei9), OS c 2. (792) 


t Pontosabban szólva, a ( sík IC] Z1 tartományát a € — 7 függvénnyel leképezzük a € sík 
It] S1 tartományára. 
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Ezen általános formulából az n — 3 speciális esetben az egyenlő oldalú háromszög külsejét 
az egységkör belsejébe leképező 


o9—-a[75584 ző a Ez 65 A MA él, 7] (79b) 
"ee 3 4.5 1627 2673 ] 


függvény, az n — 4 speciális esetben a négyzet külsejét az egységkör belsejébe leképező 


4 k 1 1 
00—-c[—470 e gztk 


HA 
—űN ht... 79 
176 -- ) (79e) 


függvény adódik. Ha C, — 1, akkor formuláink az n-szög, a háromszög, a négyzet csúcs- 
pontjait rendre 


2kzz 2iz 2mz 
0 a 2 ET 
2—-re " , Zj — Tre ; Zn 7 re 
(k — 01,..., n—1) (1 — 0,1,2) (m — 0,1,2,3) 


módon szolgáltatják, vagyis mindig 20—T. Ha viszont C, — Reic, akkói az előbbi poli- 
gonok R arányú nyújtást-zsugorítást és a szögű elforgatást szenvednek. Ha pl. a négyzetes 


nyílásra vonatkozó (79c) formulában a C, — 1 helyébe C, — e 4 et írunk, akkor a Hz) 7 del 


2mair: 
elfordult ltéká Zn sz fe G ) — 0,1,3 szazásettl négyzettel kapcsolatos le- 
képző függvény így alakul: 
t SS (EGE sz td] 79d 
a0( ) ze raz 6 56 176 65. —-— ( ) 
ga 7 j. 11 
1 e -z ) ez [e ) zt —E ) 
Te ii úg KÉST TTT e" € T T76(e ÍG FH... 
ús g 
VE Égee a d ágl ML EEST e LA e LEK Át E ) 
mg ria ad ezetacújt 


Gyakorlati alkalmazásnál a fenti w(t) leképző függvények végtelen hatványsorából 
többnyire csak az első 2-3 tagot vesszük számításba, Ez azzal a következménnyel jár, hogy 
az így nyert közelítő w(t) függvény nem az előírt, geometriailag pontos, hanem a csúcsain 
lekérekített, oldalain kissé behorpadt poligont és külsejét képezi le az egységkörre és belsejébe, 

A szabályos n-szögön kívül több más (egyenes- és görbe vonalú) nyílásformára talál- 
ható leképző függvény az irodalomban." 


VID.A számítások gyakorlati módszere. Az alapegyenletek 
(I"— II"), a kerületérték-feladatok (III") és a szükséges kezédsszközélé (IV9— VS) ismer- 
tetése után vázoljuk most bizonyos feladatok gyakorlati megoldásának módszerét. Vizsgáljuk 
evégből a végtelen rugalmas (izotóp) síkot (lemez, tárcsa), amely. bizonyos feszültségi álla- 
potban van (húzás, nyomás, tiszta vagy nyírásos hajlítás stb. )3 jellemezzük ezt az Ú(xy) 


feszültségfüggvénnyel, ill, a vele ismert módon kifejezhető X.., Y, és p.ey feszültségkhompo- 
nensekkel, Létesítsünk most (az O origó körül) egy tetszőleges "alakú "nyílást a lemezen; 
ekkor a nyílás hatására egy új, megváltozott feszültségeloszlás keletkezik, amely módosult 


U(x,y), ill. Xx, Yy és Xy értékekkel jellemezhető. Az eredeti, ún. alapfeszültségek (Xs Bs 
p-eh) és a. kivágás után jelentkező, ún. eredő feszültségek (Xx, Yy,Xv) között 


X.—-X 1 X,, Y5z Y$ YI, Xy- Xyt így (80a) 


$t L. pl. Sawin (57.]. 
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összefüggés írható fel, ahol b-ek Yy és b.db nyilván a kivágás okozta feszültségnövekménye- 
ket, az ún. kiegészítő feszültségeket jelenti, és ezeknek is megfelel egy Ü(xy) feszültségfügg- 
vény. Az utóbbiak összefüggése — a (17a) szerint — szintén U — Ű -- Ű alakú. 


A három szóban forgó feszültségi állapothoz (eredő, alap-, kiegészítő) — a (25c) 
szerint — két-két komplex potenciál [9(2), v(z); p(2), w(z); p(2), w(2)1 tartozik; a kapcso- 
datuk — a feszültségekéhez és a feszültségfüggvényekéhez hasonlóan — ugyancsak 

(2) — 9(z) 3- plz), —— w(z) — v(z2) -- v(2) (80b) 


alakot ölt. Ezekben p(2) és y(zy az ismeretlen és ez kerül majd meghatározásra. 

A nyíláskülsőt az egységkörbelsőre leképező z — w(t) függvény segítségével a € síkra 
vonatkoztatott komplex potenciálok — jelölésükkel és összefüggésükkel együtt — eképpen 
alakulnak: A 


plw(X1 — pol), — VI] — v(Ö; — PO) — p(0, — PIO(OI— volt); — PIo(?] — 
— pole), — vlo(0]— v(0 volt) — Polt) - poló wolt) — volt) -- volt), (800) 


ahol az ismeretlen komplex potenciálok 


Fol) — DP antn, 90 — DD Ben (80d) 
n-1 nz] 


alakban keresendők. 
Behelyettesítve a (80c)-nek a a — ei? egységkör menti értékeit a (74a) kerületi felté- 


1 
telbe, továbbá mindkét. oldalát ESZE Et öve szorozva (ahol [€I a 1), majd az egység- 
IT 


kör mentén integrálva, a már említett 


f; 1 w(o)  74(0) JEA f9(9) -- ifg(0) 
(81a,b) 
2 1 a(a) 9((0) De f9(9) — ifX() 
vo) kr 2zi $ w(o) 9—t 40 0 Ami $ 9—-(C 28 


a 


alakú MUSZHELISVILI-féle függvényegyenleteket kapjuk, a keresett 5 (7) és (c) meghatáro- 

zására; az itt szereplő f(o) -- if9(o) által a Po(C)-ra és po(Ö)-ra vonatkozó kerületi felté- 
teleket vesszük számításba 

a. e. A w(a) házzá E zés 

J9(0) -- ifg(o) — fi(9) 4 ife(o) — [ 40(0) -- EZÉ 90(o) F vol) (81c) 

9 to 


módon,ill, a konjugált kifejezés révén. A (81a,b)-ből így nyert 9o(C),  wo(lC) kiegészítő 
komplex potenciálokat a (80c)-be visszahelyettesítve, a po(C), wolt) eredő komplex poten- 
ciálok végleges alakjára jutunk (amennyiben a komplex alappotenciálokat a, lentebbiek 
szérint meghatározottnak tekintjük). 

Ezek ismeretében a (74b,c) szerint állíthatjuk elő az X, 3- Y;,, ill. Y; —.X, 4 2iX; 
jfeszültségkombinációkat az egyes komponenseket a z — w(t), [e] E 1 leképző függvény 
által a z síkon létesített o — C (1) és 9 — C görbe koordinátavonalakhoz viszonyítva. 
Ha a nyílás pereme külső igénybevételtől mentes, azaz 


9/(0) 


a (0)" 


X.(0) — X; (o) — 0, akkor Y3(o) — 4Re (81g) 
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Adottnak tekintett Ú(x,y) alapfeszültség-függvényből 


és; .: RŰ 8ÜŰÜ ú8 4 ET JA a 
£, -- Y, — 33 : GYEI AU — 4Re 9(z) — 4Re(P -- 10) — 4P (82a) 


módon állapítható meg a 9(2) derivált Ő valós része; ebből a Ő képzetes rész — a É, — 
— Öy, By, — — Óx CAUCHY— RIEMANN-egyenletek alapján — egy C, állandó erejéig, maga 


a 9p(z) komplex alappotenciál pedig — integrálással — egy Ciz 3- C, lineáris kifejezés 
erejéig nyerhető. Minthogy ez — a (30a,b) szerint — nem befolyásolja a feszültségi álla- 


potot, célszerűen C, — C, — 0 választással élünk, s ezzel a 9(2)-t teljesen meghatároztuk. 
Amia másik x(2) — R -- i$ — ( (2) dz komplex alappotenciált illeti, valós része — a 
(25c) alapján — 


7 48 én 1 Hg zza 
R — Re (2) — Ű — — [z9(2) -- z 92] (82b) 


módon nyerhető, s ebből az § — Im 7(2) képezetes rész — az előbbi harmadikus társ- 
kereséssel — egy valós C; állandó erejéig, maga a y(2) pedig az iCs képzetes állandó ere- 
jéig állapítható meg. Így most már a p(2) és az 7(2) Es Í w(z) dz komplex alappotenciát 
egyaránt rendelkezésünkre áll. Ugyanezekből — a z — w(C) leképző függvénnyel —a c 
-síkra vonatkoztatott 


elo] — 90 z [o] — 700) 
függvények is könnyen képezhetők. 
Ezzel áttekintettük a nyílással gyengített végtelen lemezek (tárcsák) első kerületérték- 


feladatának gyakorlati megoldási módszerét. Szemléltetésére most egy-két konkrét példát 
mutattunk be! 


2. Kivágott lemez egytengelyű húzással (vagy nyomással). 

A nyílásmentes lemez legyen — az Ox tengellyel a szöget bezáró, p egyenletesen megoszló. 
erő által — húzásra igénybe véve. Az alapfeszültségi állapot tehát 

XX. — pcos? a, V — psin? a, pe) — psin a cos c, (83a) 


a megfelelő alapfeszültség-függvény pedig — a (17a) alapján — 


Ű — Ú, 3 Ű, - Ü; — 599? cost ar 5-2 sin? ax — pxy sin c cos x — 
Dp ú új 
sz sás sin ax — y cos x)?, (83b) 


, — Határozzuk meg most a P(2)-t és a p(2)-t! A (82a) és a hozzá fűzött megjegyzések 
értelmében 


B-2, 0-0  §2-B-4ió-— 8(29—Tz; (8304 


D 
4? 


a (82b) és az ottani észrevételek alapján pedig — ellenőrízhetően — 


y(z) — — Z [(xcos2 a -4- ysin2 ax) -- i(ycos2 a — xsin2 a)] — — z e—?tiaz. : (83d) 
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Ha a lemezt (az 0 körül) z — w (o) [d — ei? ] peremgörbéjű, külső erőktől mentes 
nyílással látjuk el, akkor az eredő komplex potenciálok 


9(29— 222, — vld—— erti z 492) (842) 
módon, a ( síkra vonatkoztatva pedig 
val — 0) E P(D, ül —— ezt ott) öo(2) (84b) 


módon alakulnak. Az alapfelszültségi állapotra vonatkozólag bevezetett kerületi feltételek 
— az fi(o) — fo(o) — 0 körülmény és a (81c) figyelembevételével — így adódnak: 


190) 4 ifg(o) — — [d (0) — etin o(fo)] , 
19(9) — if9(0) — — E [w(o) — e—tisw(0)] (84) 
lévén 9(z2) 1- z p (2) — (pz -- zp)/4 — pz/2 — po(C)/2. Ezek felhasználásával — a 


(81a, b) alapján — meghatározhatjuk a 0o(C), wolt) kiegészítő komplex potenciálokat, majd 
— a (84b)-be való behelyettesítésük útján — a po(t), wolt) eredő komplex potenciálokat is. 
Ezek birtokában a (74b,c) szerint megállapíthatjuk az X,, Y; és Xp eredő feszültségelosz- 
lást, a o — Cés 9 — c görbe koordinátavonalakhoz viszonyítva. Ezzel a feladatot általá- 
nosságban megoldottuk, s most végezzük el a számítást egy-két konkrét nyílásalakra. 


3. Négyzetes nyílású húzott leméz. A (79c) leképző függvénynek, 
mint végtelen sornak csak az első két tagját vegyük igénybe, 


1 1 ti 
2—-00—-R([--78]  £-rtin 1— ee 
m don vagy valós és képzetes részre szétbontva (85a,b) 


1 1 1 1 
x— R(— cos9 — cos 36), y- -R[7 sin 9 1 —— sin 30 
e 607 o 607 


alakban. Ez o — 1-nél a nyílás négyzetes peremének közelítő görbéjét szolgáltatja (csú- 
csain lekerekített, oldalain kissé behorpadt alakban), röviden a görbe vonalú négyzetet. 
Keresztméretét (az x, vagy az y tengelyen mérve) a-val jelölve, a (85b)-ből a fentebbi R-re 
és a csúcsokr  ., lekerekítési sugarára az 
be — 
4 


érték adódik. 

Ismét az a hajlásszögű, p megoszló erővel keltett egytengelyű húzás (nyomás) esetévelk 
számolva, az alapfeszültség-komponensekre és -függvényre újra a (83a,b), a komplex 
alappotenciálokra a (83c,d), az eredő komplex potenciálokra pedig a (84a) mértékadó. Az 
utóbbiak — a (84b) szerint a ( síkra vonatkoztatva — esetünkben a 


PR [7 8 e) ús e ages [7 ú aj 4 fr) 


6 6 2 (e 6 
(86a,b) 
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alakra, a (84c) kerületi feltételek pedig az 


0 ví pPRf1 e2ia 1 1) k Éz 
f(9) - ifg(9) — — 5 - E sz PTE El — e2i o], 
PR gt -1 e72ia e7—2ia 
Í19(9) — ifg(o) — 575 új — G — — c] 


alakra konkrétizálódnak. Ezek valamint a leképző függvénnyel kapcsolatos 


44(0) 1 139 (0) 1 
mm —g— ——— — önülműgkásetsás " Állt. ézzőó 
w(o) 6 6(20" -- 1)" w(o) 6 


130? 
6(2 - 09) 


kifejezések felhasználásával, végül a CAUCHY-formula alkalmazásával a (81la,b) függvény- 


egyenletek jobb oldala 
1 f9 4 19 R 
5 $ —z-do— 3 (0 r 6eZi ft), 


1 
ag 


2 7zi a — € 
1 : vssszlkl DR 
Cat AES se mi sz — —— (e—2ialf3 
2zzi 9 — CT da 12 (VEN 60), 


bal oldali integrálja pedig — a (80d) szerinti po(t) — b ani" (an — ?) feltevéssel — 


nz] 


1 0( 9) (ő) k a 130 
ve 77(9— jeossggyi $ gt szed s 7 ejpar négy zá "VA Tásx 
27zi w (0) ze Az a 6 2(6a? -- 3) 
— 20 3a do az. a 
( — ..]- ERT At ee 
(44 s 


módon alakul. Ezek behelyettesítésével a (81a)-ból azt kapjuk, hogy 


1 a [4 R 
(aG ég CZ -hagC3 b /.) - 4 Az — E6ezat 4 9), 
3 6 A2 vs 
02 az PR pR 
5 Bász SAE Áes ÜL TÁGYÉK vs E Sy szátsát ÉR AZT 5 


és az utóbbi lineáris egyenletrendszert megoldva, azt, hogy 


E vez R 
01 — PR [77005 2a 4 i— sin 2a) — PR 4, cs sz 0, 0 — 
Ezzel a 9o(t) függvényt meghatároztuk, mégpedig 
Folt) — R(4t3—5 0) [a — 7 dé 
o Dp. 13" sza é88 az 7- 1— sin 29] (87a) 


A fentebbiek figyelmébevételével, a (80d) szerinti wo(C) — 2 Bntn függvényre — a 


nz-0 
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részletszámítások elvégzése után — a 
1; PR 137 -k 26 23 
Ezen ked C nez seek 
v(Ö 5 [e ÉLED 18. (87b) 
formula adódik. E kiegészítő komplex potenciálok behelyettesítésével, a (86a,b)-ből a 
következő alakban nyerjük az eredő komplex potenciálokat: J (88a,b) 


—2ia 13( — 26 AC? 
p(Ö — PR (77 14t4-zt), volt) — —pR [/ ]- 


zt ETO 
Ha a p megoszló húzó-(nyomó-) erők hajlásszöge az x tengelyhez ax — 0, tehát 


X€ — p, Y6" — xf" — — 0, akkor azrelőbb nyert potenciálok (89ab) 
1 91í/ — 78(8 
9o(€) — PR [77 Té SE PF 2787] volt) — —pR [sz BETO) 


alakra egyszerűsödnek. 
A külső erőktől mentes nyílásperemen a (81d) értelmében 


95(9) 4 (EC 3- FD) 


b — 4R és — h(9 0S5090-2 89 
9(9) esta) €E7ZD ? (9) (000 ca 2m (890) 
[C — 56 3-28cos4á4, D— 28 sin49, E — 14—24cos 29 — 7cos4úd, 
F — — 245sin 29 — sin 4 9]. 
Ha a — 7/4, akkor az előbbi jellemzők eképpen módosulnak: 
ös üze ÖNK AT Telt KENREKÉSTK EL 65 € — TBicsj 
76) —p [az atta] val) — Pp Ez ez 
4 (EC 4 FD FEZÁGEA 
Vol — ri ETO -F 0 tos 4 ős D — 20sin 40, 
E — 10 7- 24sin 29 — cos49, F — — 24cos 29 —ősin 40. (90a-c) 


A (88a,b) eredő komplex potenciálok segítségével — a (74b,c) formulák alapján — a 
ayíláson kívüli X., Ys, Xo feszültségek is meghatározhatók, Ezek birtokában — az ismert 


zeke, KöM EX YE a TÉS LERZET 

Yves, min 2 sz ( 2 ) Cséköv Xv4z, TagA PA ( 2 ) HF Xs 
2X 

tg 2 y — ———— 91a-c 

EZAZ EK; a (jarA 

formulák felhasználásával — megszerkeszthetők a nyíláson kívül az XS max pot 47) min főfe- 


szültségek és az X KEZERÉE legnagyobb csúsztatófeszültség szintvonalai, valamint a y 
v "e 


főirányok érintőgörbéi.t 


A fenti vizsgálatok megismételhetők a négyzetes nyílást és külsejét (az egységkör és 
belseje konform képeként) pontosabban realizáló 


lek áele szé E (92) 
(7 6 56 . 


$ L. pl. Sawin [57.1]. 
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leképző függvény alkalmazásával, természetesen még nagyobb bonyodalmak árán. E számí- 
tások tekintetében a szakirodalomra utalunk.? 

4. Háromszög nyílású húzott lemez. Vizsgálatát a fentiekhez érte- 
lem szerűen hasonló lépésekben és megfontolással végezzük, mégpedig (első közelítésben) a 


T, E BÁSZ 
2 — o0(t) —R [z 156) (93a) 
leképző függvény alkalmazásával. Az eredő komplex potenciálok a következő alakban adódnak: 
AR eb szak ezázáető 
npzetlzzt zt]: 
e—2ia Zelia 3 9e2ia €3 — 117 
109 —— PR (zet Sze] 


A részletek tekintetében itt is az irodalomra kell útalnunk." 


FELADATOK 


8 Egészítsük ki és mélyítsük el a fentebb tanultakat Mycxemumguju [T.8] rw. srop. 
II. 35—44. alapján. 
2. Tanulmányozzuk a kerületérték-feladat megoldását konform leképzés segítségével 
Mycxemuwmesunu [T. 8.] ra. rsop. . IV., KOZMANN (T. 26.] C) alapján. 
3 ARUZÖZESSSEGE kerületérték-feladatok megoldását a hatványsorokkal MyCxXxEJIMIOBELJIIt 
[T. 8 .] rJ. Tper. alapján. 
4. Tanulmányozzuk a  CAUCHY-típusú integrált és alkalmazásait kerületérték-feladatok 
megoldására Mycxenumeumni [T. 8.] sers., nar. alapján. 
5. Gyűjtsünk és oldjunk meg konkrét feladatokat a fentebbi elméleti anyag szemlélteté- 
sére IKOZMANN [T. 26.] D), MYCcCxEJMINBUJIUI IT. 8. PT TIL. BTOp., TDeT.. u" 6 nar., VAJH 
[T. 25 ] alapján. 
Ajánlott irodalom: Mycxezuusunun [T.8.] — IKOZMANN [T. 26. ] — JIABPEHTBEB — 

HIABAT [M. 1] — Famn [T. 25.]. 


y) Vegyes műszaki ID. Elektrosztatikai terek. Készítsünk az c)-hoz 
alkalmazási fel- hasonló összeállítást a kétdimenziós elektrosztatikai terek 
adatok komplex potenciálokkal való tárgyalásáról, kitérve általános 

megjegyzésekre, a 
247 c Tf . 
w — Clnz, Cln KEGEZETT ) —, zn, Vz, -Cchz, lnsin z stb. 
z27-€ Z 


függvényekkel, továbbá konform leképzéssel, tükrözéssel, SCHWARZ — CHRISTOFFEL-integrá- 
lokkal tárgyalható esetekre. 

Ajánlott irodalom: SIMONYI [T. 1. ] II. B) 21—31. — WEBER [T. 11.] 7. — ERŐ — 
SCHMIDT [T. 16. ] II. B). — PiPES [M. 19.] — FUKSZ — SABAT [MM. 3.] — JIABPEHTrEB — 
INHABAT — [M. 1.] BEWLEY [T. 12.]. A 

II". Hővezetési és mágneses terek. Készítsünk rövid összeállítást a 
kétdimenziós hővezetési terek és egyenáram okozta mágneses terek komplex potenciálokkal 
való tárgyalásáról, konkrét példákra is kitérve. 

Ajánlott irodalom: FUKSZ—SABAT [M. 3.] IV. — JIABPEHT:EB — MIAsAT [M. 1.] 
III. 2. — BEwWLEY [T. 12.]. 

III", Vízépítési vonatkozások. Készítsünk összeállítást a talajvíz víz- 
építési műtárgyak körüli áramlásának és ezekre gyakorolt erőhatásának komplex függvény- 
tani tárgyalásáról, konkrét példákra is kitérve. 


Ajánlott r irodalom: IIoJtYBAPHHOBA—KouuHa [T. 18.] II-MVI. —  NÉMETH— 
SALAMIN [T. 57.]. 


ft és "tt L. Sawin [57.]. 
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